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L1 cam doan

T6i xin cam doan Luan an nay dugc thuc hién bdi chinh tac gia tai Khoa
Toan - Tin Truong Dai hoc Su pham Ha Noéi dudi sy huéng dan tan tinh
cia GS. TS. Nguyén Quang Diéu; cac két qud ctia Luan an 1a mdi, dé tai
cia Luan an khong trung lip va chua tiung dude cong bd trong cac cong

trinh cong trinh khac.
Nghién ciu sinh

Lé Thanh Hung



LGi cam on

Trudc tién, bang tat ca sy kinh trong ctia minh, t6i xin bay t6 long biét
on sau sac nhat téi GS. TS. Nguyén Quang Diéu Nguoi Thay da tryc tiép
gidng day va huéng dan khoa hoc giap t6i hoan thanh Luan an nay tai
Khoa Toan Truong Dai hoc Su pham Ha Noi. Trong qua trinh lam luan
an, toi da vo ciing may man thuong xuyén nhan duge sy chi dan khoa hoc
nghiém tic cling v6i su chia sé, dong vién khich 1é ctia thay dé toi c6 duge
su tu tin va long dam mé ngay tit chang duong dau tién ctia su nghiép
nghién cttu khoa hoc ctia minh.

Dugc lam viéc thuong xuyén ciing mot tap thé khoa hoc nghiem tc,
toi vo cling biét on cac thay, cic ban dong nghiép va toan thé cac thanh
vién ctia Seminar ctia Bo mon Ly thuyét ham Truong Dai hoc Su pham Ha
Noi dac biet la GS. TSKH. Lé Mau Hai, TS Tang Van Long va PGS. TS.
Phung Van Manh vé nhiing chi dan va gép ¥ truc tiép vé dé tai cia luan
an.

Cudi ciing, toi xin cadm on Trudng Cao dang Vinh Phtc, Trudng Dai
hoc Su pham Ha Noi va ciac don vi chitc nang da tao cho toi moi dieu kién
thuan loi vé mit quan 1y nha nuée trong sudt qua trinh hoc tap va nghién

.

cuu.

Ha Noi, thang 5 nam 2018

NCS. Lé Thanh Hung
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KI HIEU
e C>(Q)) - Tap cac ham tron vo han trén
o C%%(Q) - Tap cac ham lien tuc a-Holder trén
o 1°(Q2) - Khong gian cac ham bi chin trén

o [®

loc

(Q) - Khong gian cac ham bi chin dia phuong trén €

e PSH(Q) - Tap cac ham da diéu hoa duéi trén

e PSH(Q) - Tap cac ham da diéu hoa duéi am trén

e MPSH(Q) - Tap cac ham da diéu hoa duéi cyc dai trén Q

e SH(Q) - Tap cac ham diéu hoa dudi tren Q

e HPSH(C") la tap cac ham da diéu hoa dudi thuan nhat tren C.

e cap(E, D) = sup{ [, (dd“u)" : w € PSH(D),—1 < u < 0}.-Dung lugng
tuong doi ctia tap Borel E trong D

e {h;}m>1 1a mot day cac ham nhan gia tri thue, C!'—tron dugc dinh

nghia trén (0, co)
e {Xmn}m>1 nhan gia tri thuc, lién tuc xac dinh trén [0, 0o)
e u; T u - Ki hieu day {u;} hoi tu tang téi u
e u; | u- Ki hieu day {u;} hoi tu gidm t6i u

e 1,4 = y4 - Ki hiéu ham déc trung cta tap A



MG dau

1. Ly do chon dé tai

Cac dang hoi tu ctia ham hitu ty trong C" 1a mot phan quan trong cla
giai tich phiic hién dai, day 13 mot linh vie hay vi né cé nhiéu tdng dung
trong thirc té va lam tién dé cho viéc nghién citu cac van dé khac. Mot trong
nhitng bai toan co dién dong hanh cling qua trinh phat trién ctia Giai tich
toan hoc do 1a bai toan lien quan dén tinh hoi tu ciia cic day ham. Cac van
dé lien quan dén tinh hoi tu ctia day ham dit ra thuong 1a dé tra 16i cac cau
héi: Cac day ham da cho cé hoi tu hodc hoi tu déu hay khong? va hai tu
hay hoi tu déu dén ham ndo? ham d6 da biét hay chua biét? gid thiét nhu
thé nao thi day ham hoi tu nhanh, nhanh déu? Hai tu diém thi hoi tu déu?
v.v... Trong 1y thuyét Giai tich phiic, tinh hoi ty, hoi tu déu cia cac day
ham c6 lién quan chat ché tdi cue ciia n6. Nhitng nam gan day bang cach st
dung mot sb cong cu cia ly thuyét da thé vi cdc nha toan hoc ¢ Viet Nam
va trén thé gisi da ching minh dudge rat nhiéu két qua quan trong c6 tinh
ting dung cao nhu Gonchar, T. Bloom, Z. Blocki, Molzon, Alexander...G
Viet Nam c6 Nguyén Quang Diéu, Lé Mau Hai, Nguyén Xuan Hong, Pham
Hoang Hiép...

Dinh 1y Montel c6 dién khang dinh ring moi ham chinh hinh bi chin
déu trén cac tap compact ciia tap mdé D trong C" 1a compact tuong doi
trong t6 pd6 md compact. Mot két qua mé rong tha vi ctia dinh 1y nay 1
dinh ly hoi tu Vitali (tim ra dau thé ky 20) néi rang néu ching ta gia thiét
thém la day ham da cho hoi tu diém trén mot tap S du l6n thi day nay
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phai hoi tu déu trén tap compact cia mién xéc dinh ctia n6. Mot van dé tu
nhién dit ra la lieu ta co thé thay gia thiét b chan déu béi tbe do hoi tu
ctia day ham xap xi dude khong? Dé lam 16 hon cau héi nay, ching ta can
nhac lai mot s6 két qué ctia Gonchar (vao nhitng ndm 70 ctlia thé ky trudc).
Cho R la tap cac ham chinh hinh f trong lan can cua U ctua 0 € C" ma c6
thé xap xi nhanh theo do do bdi day cac ham hitu ty {r,, bm>1, degr, < m.

Bing cach st dung khai trién Taylor ta c6 thé chitng minh dugc ring
moi ham phan hinh trén C" va chinh hinh trong lan can ctia 0 déu thuoc
16p R. Khai niém trén dudc dua ra bdi Gonchar vao cudi nhitng nam 70
ctia thé ky truéc nham nghién citu cau tric ciia miéen ton tai ddi v6i ham
chinh hinh f. Gonchar da ching minh rang néu f duge xap xi nhanh béi
r, thi mién ton tai ctia f 1a don tri tic 1a mot tap con ctia C".

Hon 20 nam sau, bang cach sit dung mot sé cong cu ctia Iy thuyét da thé
vi, Bloom da chitng minh dinh 1y ctia Gonchar van con ding néu thay hoi
tu nhanh theo do do bdi hoi tu nhanh theo dung luong tuong déi. Cac két
qua vé xap xi nhanh ham chinh hinh con c6 ting dung trong viéc xay dung
bao da cuc cac tap da cuc trong C" ciing nhu cac bai toan thac trién ham
chinh hinh. C6 thé thay van dé hoi tu va xap xi ctia diay ham chinh hinh
va da diéu hoa duéi 14 mot trong nhiing van dé truyén thong ctia giai tich
va ¢6 ting dung vao nhiéu bai toan khac nhau ctia gidi tich thyc va phiec.

Tiép tuc huéng nghién cttu do, trong luan an nay nay ching toi nghién
citu Dinh 1§ hoi tu kiéu Vitali déi v6i cdc ham chinh hinh, su hoi tu cta
chudbi 1ty thtra hinh thic va sy hoi tu cia day cac ham hiu ty trong C”.

Céc két qua lien quan dén dé tai nay c6 thé tim thay trong cong trinh dudc



st dung trong luan an.
2. Muc dich nghién citu cia Luan an

T nhitng két qua quan trong da c6 vé sy hoi tu clia cadc day ham hitu
ty trong C" dugce nghién ctiu gan day, ching toi da dat ra mot sé6 muc dich
nghién cttu cho Ludn an nhu sau:

- Dinh 1y hoi tu kiéu Vitali déi véi cac day ham chinh hinh khoéng bi
chan deu.

- Dua ra mot day ham hitu ty hoi tu nhanh 6 d6 su hoi tu chi can xét
trén bién.

- Su hoi tu ctia chudi lay thira hinh thic trong C".

- Su hoi tu ctia day cac ham httu ty trong C".

- C6 gang md rong hoidc néu ra huéng mé rong cac két qua nghién ciu
trong truong hop co thé thuc hien duoc.
3. D6i tugng nghién ciu

- C4c tinh chat va két qua co ban vé sy hoi tu clia cac ham chinh hinh,
cac ham hitu ty, cAc ham da diéu hoa dudi.

- C4c tinh chat ctia chudi liiy thita hinh thic va diéu kién cho sy hoi tu
cua no.

- Cac ham hitu ti va dieu kién du cho su hoi tu ciia né.
4. Phuong phap nghién ciu

- Stt dung cac phuong phap nghién citu 1y thuyét trong nghién cttu toan
hoc co ban v6i cong cu va k§ thuat truyen thong cia ly thuyét chuyen
nganh Giai tich ham va Giai tich phiic.

- T6 chiic seminar, trao doi, thdo luan, cong b cac két qua nghién citu
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theo tién trinh thuc hién dé tai Luan an, nham thu nhan cac xac nhan ve
tinh chinh xac khoa hoc ctia cac két qua nghién cttu trong cong dong cac
nha khoa hoc chuyén nganh trong va ngoai nudc.
5. Nhitng déng goép cua Luan an

Luan an da dat dudc cac muc dich nghién ctu dé ra. Két qua ctia Luan
an gép phan nhé vao hé thong cac két qua, phuong phép, cong cu va ky
thuat nghién ctu lien quan dén sy haoi tu, hoi tu déu, hoi tu nhanh, hoi tu
theo dung luong ctia cac ham chinh hinh, ham da diéu hoa duéi, cic ham
hitu ty va sy hoi tu cta chudi liy thita hinh thiec.

- Dua ra dugc mot s6 cong cu, ki thuat va phuong phap nghién ctu dé
dat duge muc dich nghién citu da dé ra.

- Dua ra mot s6 huéng nghién cttu tiép theo ctia dé tai Luan an.
6. Y nghia khoa hoc va thuc tién ctia Luan an

Két qua khoa hoc ctia Luan an gép mot phan nhé vao viéc hoan thién
Iy thuyét lien quan dén sy hoi tu ctia ham chinh hinh, ham hitu ty trong
Giai tich phiic. Vé mat phuong phap, Luan an gép phan nao d6, lam da
dang hoéa he thong cac cong cu va ki thuat nghién cttu chuyén nganh, ap
dung cu thé trong dé tai clia Luan an va cac chu dé tuong tu.
7. CAu tric cta luan an

Cau tric cia Luan an duge trinh bay theo ding quy dinh cu thé déi véi
luan an tién sy ctia Truong Dai hoc Su pham Ha Noi, bao gom cic phan:
Mé dau, Tong quan, cac chuong trinh bay cac két qua nghién citu, Két
luan, Danh muc cong trinh trong luan an, Tai lieu tham khao. Noi dung

chinh ctia Luan an gom bén chuong c¢6 tén va noi dung tém tat nhu sau:
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Chuong 1. Tong quan Luan an.

Phan dau ctia Chuong nay ching t6i danh cho viéc trinh bay tong quan
ctia luan an phan sau la cac khai niém va cac tinh chat co ban vé tinh hoi
tu, hoi tu déu, hoi tu theo dung lugng clia cac ham chinh hinh, ham da
diéu hoa duéi va ham hitu ty.

Chuong 2. Pinh 1y héi tu kiéu Vitali di véi cic day ham chinh
hinh khoéng bi chan déu

Chuong 3. Hoi tu ctia chudi liy thira hinh thic trong C"

Chuong 4. Hoi tu cia day cac ham htru ty trén C"

Cubdi ciing, trong phan Két luan, ching toi diém lai cac két qua nghién
cttu chinh trinh bay trong Luan 4n. Dong thoi, trong Phan Kién nghi ching
t6i manh dan néu ra mot vai ¥ tudng nghién citu tiép theo phét trién dé
tai cla Luan an nay. Chung to6i hy vong sé nhan dudc nhiéu sy quan tam

va chia sé clia dong nghiép gitip hoan thién cac két qui nghien citu.



Chuong 1

Tong quan cac van dé nghién citu

Luan an nghién ctiu ba van dé xoay quanh sy hoi tu ctia day cac ham
hitu ty va cac chudi liiy thita hinh thic, ta sé lan luot trinh bay tém tat

cac van dé nay cho ban doc dé theo doi.

1.1 Pinh 1y hoi tu kiéu Vitali di véi cac day ham
chinh hinh khéng bi chian déu

Cho D la mot mién trong C" va {fn}m>1 14 mot day cdc ham chinh
hinh xéc dinh trén D. Mot dinh 1y ¢6 dién ctia Vitali khang dinh ring néu
{ fm}m>1 12 bi chéin déu dia phuong va néu n6 hoi tu diém trén mot tap con
X ctia D khong chiia trong bat ky siéu phang phiic ctia D thi {f,,},n>1 hoi
tu déu trén cac tap compact ctia D. Ta cht ¥ rang gid thiét vé tinh bi chin
déu ctia { fn}m>1 1 can thiét. That vay, st dung dinh 1y xap xi Runge, ta
c6 thé xay dung mot day cac da thic trén C hoi tu diém t6i 0 trén toan

mién C, ngoai trit diém tai gbc c6 gidi han 1a 1.

10
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Van dé chung t6i quan tam 1a viéc tim ra céc két qua tuong tu nhu dinh
ly Vitali dudc nhac dén & trén cho truong hop khong can dén tinh bi chin
déu dia phuong ctia { f,, }m>1. Gonchar da ching minh trong Dinh 1y 2 cta
9] mot két qua dang cha y sau.

Dinh ly 1.1.1. Cho {r,,}m>1 la mot day cdac ham hiu ty trong C" (degr,, <
m) hot tu nhanh theo do do trén mot tap md X tdi mot ham chinh hinh f

dugc zdc dinh trén mot mien bj chan D (X C D), nghia la véi méi e > 0,

li OO)\Qn(Z € X :|rm(z) = f(2)|V™ > e) =0,

m—

G dé Mgy, la do do Lebesgue trong C* = R*. Khi d6 {rm,}m>1 ciing hoi tu

nhanh theo do do tdi f trén toan mién D.

Sau d6, bang cach stt dung cac ki thuat ciia 1y thuyét da thé vi, Bloom
da chiing minh mot két qua tuong tu doi v6i sy hoi tu nhanh theo dung
lugng ma tap X chi doi hoi 1a compact va khong-da cue (xem Dinh 1y 2.1

trong [5]). Chinh xac hon, ta c6 dinh 1y sau day cta Bloom.

Dinh 1y 1.1.2. Cho f la mot ham chinh hinh dude xdc dinh trén mot mién
bi chan D C C". Cho {ry}m>1 la mot day cdic ham hiu ty (degr,, < m)
hoi tu nhanh theo dung luong toi f trén mot tip con Borel khong da cuc X

ciua D, theo nghia: véi moi e > 0 ta cé

lim cap ({z € X : |rm(2) — f(2)|Y™ > €}, D) = 0.

m—0o0

Khi do {ry}m>1 hot tu tdi ham f nhanh theo dung luong trén D nghia la,
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vdi moi tap con Borel E ciia D va vdi moi € > 0,
lim cap ({z € E : |rm(z) — f(2)|Y™ > e}, D) = 0.
m—0o0

St dung két qua lien quan dén hoi tu theo dung luong va hoi tu diém
(xem Bo dé 2.1.2), ta c6 thé kiém tra dudc két qua ctia Dinh 1y 1.1.1 dugc
suy ra tu Dinh 1y 1.1.2 (xem Dinh 1y 2.2 trong [5]). Cac dinh 1y trén ctia
Gonchar va Bloom 13 ¥ tudng chinh cho nghién citu ctia ching toi. Két qua
dau tién ctia luan an, Dinh 1y 2.2.1, khing dinh réing néu mot day ham
chinh hinh bi chan hoi tu di nhanh trén moét tap khong da cic thi né cling
hoi tu nhanh ddu trén cac tap compact. O dé téc do ctia su xap xi duge
do theo do tang ctia chuan sup cia f,,. Két qua tiép theo, tuong tu nhu
trong két qua ctia Dinh 1y 1.1.1 va 1.1.2, 1 hai dang ctia dinh 1y Vitali cho
day ham httu ti. Trong Dinh 1y 2.2.4 ta xét mot day {r,, }m>1 cta cac ham
hitu ty ma né hoi tu diém nhanh trén mot tap con Borel khong da cuc cia
C" t6i mot ham do dude bi chin. Véi didu kién bo sung vé bac ctia mau
s6 7, tién t6i oo cham hon m, ta c6 thé chitng minh dudce {7, },,>1 hoi tu
nhanh trén C" t6i mot ham do duge f. Két qua chinh tiép theo ciia chuong
nay (Dinh 1y 2.2.6), khi day {r,,}.,>1 dé cap t6i truong hop hoi tu nhanh
t6i gia tri bien ctia mot ham chinh hinh bi chian f xac dinh trén mién bi
chin D C C". Theo két qua ctia dinh 1y nay ta c6 thé xay dung § Ménh dé
2.3.2 mot ham chinh hinh bi chan f trén dia don vi A va day ham hitu ty
{ry b m>1 v6i cic nam ngoai A sao cho {7, },,>1 hoi tu diém nhanh t6i f*,
gia tri bién cta f, trén mot tap con compact £ C 0A ¢6 do do duong. Tuy
nhién, ham f khong dugc thac trién chinh hinh qua bét ctt diém nao cia

F. Cu thé, cac két qua chinh trong Chuong 2 ciia luan an la:



13

Dinh 1y 2.2.1. Cho D la mot mién trong C* va { f}m>1 la mot day cac
ham chinh hinh bi chan trén D. Gid si rang ton tai mot day tang {au, bm>1
ctia cdc 56 duong théa man cdc tinh chat sau:

) s — Fullp < €%

(7i) o = inf,,>1 (1 — Q) > 0;

(111) Ton tai mot tap con Borel khong-da cuc X cia D va mot ham do dugc
by chan f : X — C sao cho

| fn () — f(x)|1/0"" — 0,V € X. (1.1)

Khi dé, ta c6 cdc khdng dinh sau:

(a) { fr}m>1 hoi tu déu trén cdac tap compact ciia D tdi ham chinh hinh f.

(b) Vdi moi tap con compact K cia D ta c6 limy, o0 || frn — fH}(/a = 0.
Mot két qua tiép theo clia ching toi 1a dinh 1y sau.

Dinh 1y 2.2.4. Cho {r;,}m>1 la mot day cac ham hau ty trén C" théa man

cdc tinh chat sau:

(i) Ton tai mot tap con Borel khong-da cuc X ciia C" va mot ham do dugc

bi chan f: X — C sao cho

lim |rp(z) — f(z)[Y™ =0, Vo e X;

m—00
(ii) Vi moi zg € C", ton tai hinh cau md B(zy,7),mo > 1 va X € (0,1) sao
cho
deg(V,, N B(20,7)) < m?, ¥m > my,
d do Vy, la cdac tap cuc cta rp,.
Khi dé, ton tai mot ham do dugec F : C" — C sao cho |r, — F|1/m hoi

tu diém tdi 0 & ngodai mot tap cé6 do do Lebesque bang O.
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Két qua tiép theo trong huéng nghién ciu nay la mot dang md rong
dinh 1y ctia Bloom (Dinh 1y 1.1.2) khi su hdi tu chi duge xét trén bién ctia
mién bi chan.

Dinh 1y 2.2.6. Cho D la mot mién bi chan trong C* va X C 0D la mot tap
con compact. Gid st f la mot ham chinh hinh bi chdn tréen D va {ry,}m>1
la mot day cdc ham hau ti trén C*. Gid st cdc diéu kién sau théa man:
(i) Véi moi v € X, diem ro € D vdi r < 1 di gan 1. Hon nita, néu
u€ PSH(D),u < 0 va théa man

lim u(rz) = —oo, Vo € X

r—1-
thi u = —o0;

(11) Vi moi x € X, ton tai gidi han

fr(x) = lim f(rz);

r—1-

(i4) Day |ry — f5|V™ hoi tu diém tdi 0 tréen X.

Khi dé ta co cdc khing dinh sau:
(a) Déy |r,, — fI'™ hoi tu theo dung legng tdi 0 trén D.
(b) Ton tai tdp con da cuc E cia C" c6 tinh chat sau: Vdi méi zg € D\ E
va moi khong gian con affine phiic L ciia C* di qua zy, ton tai mot day con
{rm,; }j=1 sao cho |ry,, — f\}{l’” hoi tu tdi O theo dung ligng (lién quan dén
L). O dé D., la thanh phan lién thong cia DN L chita .

Két qua cudi cuing ctia chuong nay sé dua ra vi du ma Dinh 1y 2.2.6 ¢6
the ap dung dugc.
Meénh dé 2.3.2. Ton tai mot tap con dém dudec A cia C\ A vdi F C A,

mot day {rm}m>1 cta cic ham hiu ti tren C va mot ham chinh hinh
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f:C\ A — C bj chin trén A théa man cdc tinh chat sau:

(a) Cdc cuc cia {ry,}m>1 déu ndm trong A vdi méi m > 1.

(b) {rm}m>1 hoi tu nhanh déu tdi f trén cdc tdp compact ciia C\ A.

(c) {rpyYm=1 hoi tu diém nhanh trén F := A\ A téi f*, vdi f* la ham gid
tr; bién cua f.

(d) f bi chan trén A nhung khong md rong chinh hinh qua bat ci diém nao

cua F.

1.2 Hoi tu cua chudi liy thira hinh thitc trong C”

Cho f(z1,-+ ,2n) = D Gayoa, 21" -+ - 207 1l mot chudi lay thita hinh thic
trong C" (n > 2). Mot bai toan ty nhién 14 nghién cttu nhing diéu kién
dé chudi lity thita hinh thitc nay hoi tu (tuyét ddi) trén mot lan can nao
dé6 ctia diém gbc. Trong cac thanh tuu da dat duge, ta can nhic dén két
qué ctia Molzon va Levenberg (Dinh 1y 4.1 trong [14]), 6 d6 ho da chi ra
rang néu han ché ctia f trén mot sé6 du nhiéu cac duong thang phic di qua
diém gbc ma hoi tu trén lan can ctia 0 € C thi f biéu dién mot ham chinh
hinh trong lan can ctia 0 € C". Bén canh d6 ciing ton tai cac dac trung
clia cac tap hoi tu cho chudi lay thita duge dua ra trong [20] va [16]. Mat
khac, bing cach st dung cac danh gia tinh té vé thé tich ciia cac tap giai
tich phtc trong cac khong gian xa anh, Alexander da chiing minh trong
Dinh 1y 6.1 cta [2] rang mot day {f,,}m>1 cac ham chinh hinh trén hinh
cau don vi B,, C C" 1a hoi tu déu trén cac tap compact ciia B,, néu han ché

{fmli, }m>1 1a hoi tu trén cac tap compact (cia dia don vi) v6i moi a € C",
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& do ta ki hieu [, 1a duong thang phic Ca.

Két qua chinh ctia ching to6i 1a Dinh 1y 3.2.2, dua ra mot dieu kién trén
tap A trong C" sao cho v6i bat ky day chudi liy thita hinh thic {f,, }as1
ma {fnl. }m>1(a € A) 1la mot day hoi tu trén mot dia c6 ban kinh ¢ vé6i
tam tai 0 € C sé biéu dién mot day cadc ham chinh hinh héi tu trén mot
hinh cau trong C" ¢6 ban kinh r;. Hon nita, phuong phap chiing minh ctia
chiing toi cling cho mot danh gia ctia 7, theo ry va A. Diéu nay cé thé dugc
xem xét nhu két qua tong quat ctia cac dinh 1y ctia Molzon-Levenberg va
Alexander da nhac dén & trén. C6 thé noi ring cong viéc ciia ching toi
duge dat nén mong tit mot két qua cd dién clia Hartogs trong [11], ma nd
chi ra rdng mot chudi liiy thita hinh thic trong C* 1a hoi tu néu né hoi tu
trén tat ca cac duong thang qua diém gbe.

Dinh ly 3.2.2. Cho A C C" la mot tap da cuc khong xa danh va {fin}m>1
la mot day chuoi liy thia hinh thic trong C* va ro la mot so duong. Khi
do ta c6 cdc khang dinh sau:

(a) Néu vdi méi a € A, han ché cia {fp}m>1 trén l, la mot day cdc
ham chinh hinh bj chin deu dia phuong trén dia A(0,ry) C C thi ton tai
r1 > 0 (chi phu thuoc vao ro, A) sao cho {fnm>1 bicu dién mot day ham
chinh hinh bi chan déu dia phuong trén da dia A"™(0,11).

(b) Néu vdi méi a € A han ché cia {fm}m>1 trén l, la mot day ham
chinh hanh trén dia A(0,79) C C hoi tu déu trén cdc tap compact thi ton tai
r1 > 0 (chi phu thugc vao ro, A) sao cho {fn}m>1 xzdc dinh mot day ham

chinh hinh ma né hoi tu deu trén cac tap compact ciia A™(0,71).

Stt dung két qué chinh nay, ta nhan duge mot tinh chat md rong cho cac
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ham chinh hinh dudc dinh nghia trén cac dusng thing phic di qua diém
gbc chi véi gid thiét rang ching 1a vét clia cac ham C™ - tron trong lan can
ctia goc.

Hé qua 3.2.4. Cho {fn}m>1 la day cdc ham khd vi vo han zdc dinh trén
hinh cau don vi B, C C" va A C 0B,, la mot tap md. Gid st véi moia € A,
han ché cia {fntms1 trén l, dugc thdc trién tdi day ham nguyén trén C
va hoi tu déu trén cdc tap compact cia C. Khi dé ton tai day ham nguyén
{F}m>1 trén C" hoi tu déu trén cdc tdp compact trong C" sao cho vdi

m>1, F, = f, tréen B, N1, vdi moi a € A.

1.3 Hoi tu cua day cac ham htu ty trén C”

Ta xét f 1a mot ham chinh hinh trén D va {r,, },,>1 1& mot day cac ham
hitu ty sao cho r,, hoi tu diém t6i f trén mot tap con khéac réng X cta D.
Ching ta luon gia st rang 1 < degr,, < m, nghia 13, t1t s6 va mau sb cla
rm 1a cac da thitc khac hing c6 bac cao nhat 1a m. Ching toi quan tam t6i
van dé tim cac diéu kién dé néu r,,|x — f|x dan dén sy hoi tu r,,|p — f|p.
Theo mot dinh 1y ¢d dién ctia Vitali (xem Menh dé 7 trang 9 trong [17]),
néu day {r,, }m>1 1a bi chin déu trén cac tap compact ctia D (trong trudng
hop dic biet, r, khong c6 cyc tréen D v6i mdi m) va néu X khong duge
chita trong bat ky tap con giai tich ctia D thi r,, hoi tu déu téi f trén cac
tap compact ctia D. Xuat phat ti nhitng két qua da biét clia Gonchar va
Bloom (xem Dinh 1y 2 trong [9] va Dinh 1y 2.1 trong [5]), ching t6i sé dua

ra nhitng két qua tong quat hon, ma & dé sy hoi tu nhanh dude thay thé
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béi su hoi tu ¢6 trong. Chinh xac hon, v6i mot tap A cua cac ham xac dinh
trén [0, 00) va mot day cac ham {f,,} dugc xac dinh trén D, ta néi rang
fon hoi tu téi f trén E C D déi véi A néu x(|fn — f|?) hoi tu diém téi 0
tréen E voi moi y € A. Bay gio chting toi quan tam t6i viéc tim cac dieu
kién thich hop trén A va E sao cho néu f,, hoi tu téi f tren £ C D dbi vé6i
A thi day {f,,} hoi tu téi f trén D.

Khai niem sau day dong vai tro then chét trong céch tiép can clia ching
toi. Ta noi rang mot day cac ham {x,, },n>1 nhan gia tri thyc, lién tuc duge
xac dinh trén [0,00) 1& chdp nhan duge néu cac dicu kien sau duge thoa
man:

(1.1) xm > 0 trén (0, 00) va véi mdi day {a,,} C [0, 00)

73115 Xm(am) =0 = T}%fl a,, = 0.

(1.2) V6i mdi m > 1, y,, 1a C?—tron trén (0, 00) va

X (E) O (1) 4 Exm (£)) = (X, (1)) VE € (0, 00).

(1.3) Ton tai mot day cdc ham nhan gia tri thuc, lien tuc {x,,} xac dinh
trén [0, 00) thda man (1.1), (1.2) va tinh chat sau

sup — sup  (xm((2/y)")X(y™)) < 00 Va > 0.

m>10<z<a,0<y<a

Két qua chinh ctia ching toi 14 mot mé rong cia Dinh 1y 2.1 trong [5]
ma & d6 su hoi tu nhanh dugce thay thé béi su hoi tu diem déi véi mot day
trong chap nhan dugc nao d6. Nghia la, véi gia thiét rang x,. (|7, — f|?) hoi
tu diém t6i 0 trén mot tap Borel khong-da cuc X v6i mot day chap nhan

dugce {Xm}tm>1, ta chi ra rang X, (|rm — f]?) hoi tu t6i 0 theo dung lugng
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tréen D. Cu thé hon, ching t6i da ching minh dugce dinh 1y sau.

Dinh ly 4.2.1. Cho {r,,}m>1 la day cac ham hau ti zdac dinh trén C", f la
mot ham chinh hinh zdc dinh trén mién D C C" va A := {Xm }m>1 la ddy
chap nhan duge. Gid st rang {r,, }m>1 la A—hoi tu diém tdi f trén mot tap
con Borel khong da cuc X cia D. Khi dé ta co cdc khing dinh sau:

(a) {rm}m>1 la A—hoi tu theo dung lugng téi f trén D.

(b) Ton tai mot tap con da cuc E ciia C* vdi tinh chat: Véi moéi zg € D\ E
va vdi moi khong gian con affine phiic L cia C* di qua z, ton tai mot

day {rm, }j=1 (chi phu thuoc vao z) sao cho ry, la A—hoi tu theo dung

b,
luong (doi vdi D,,) tdi f|p.,, ¢ dé D,, la thanh ph;in lién thong cia DN L
chita zy.

(c) Gid st rang vdi moi a > 0 ta cé #gfl Xm(a™) > 0. Khi dé day {rm}m>1
la A—hoi tu deu tdi f trén moi tap con compact K cia D sao cho 1, khong

cé cuc trén mot lan can md U co dinh cia K vdi moi m.

Chiing toi két thic van dé nay béi viec dua ra vi du vé day chap nhan
dugc théa man gia thiét cia Dinh 1y 4.2.1.
Ménh dé 4.2.7. Cho {hy,}m>1 la dday cdc ham tron gid tri thye lop Ct zdc
dinh trén (0,00) théa man cic diéu kién sau:
(a) hy, la day tang;
() 0 < hy(t) < 5= Vm > 1,Vt > 0.
Khi do, day {xm}m>1 xdc dinh bdi

t hm(z)

Xm(t) = et 75 1 >0,

la chap nhan dugc va théa man dicu kién duge cho trong Dinh Iy 4.2.1 (c).



Chuong 2

Pinh Iy hoi tu kiéu Vitali déi véi cac
day ham chinh hinh khéng bi chan

déeu

Ta sé tim cac diéu kien di dé mot day cac ham hitu ty hay chinh hinh
xac dinh trén mot tap mé D trong C” ma hoi tu diem trén mot tap khong
qué nho 1a hoi tu theo dung luong hay hoi tu déu dia phuong trén D.

Noi dung chuong nay viét dya trén két qua ctia bai bao [1] trong Danh

muc cac cong trinh st dung trong luan an.

2.1 Mot sé két qua bod trg

Dé thuan tien cho viéc theo déi, ta hé thong lai mot sé van dé co ban
ctia 1y thuyét da thé vi sé dugce can dung cho cac phan sau.
Cho D la mot mién trong C". Ham nita lién tuc trén u : D — [—00, 00)

ducc goi 1a da dieu hoa duéi néu han ché ciia v trén D N1 13 ham diéu hoa

20
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duéi v6i mdi duong thang phitc I. Tap hop cac ham da diéu hoa dudi trén
D ki hieu 1a PSH(D).
Ham u € PSH(C") goi la da diéu hoa duéi thuan nhat néu

u(Az) = log |A\| + u(z), VA € C,vz € C".

Ki hieu HPSH(C") la tap cdc ham da diéu hoa dudi thuan nhat tren
Ccn.

Tap con E cia C" dugce goi 1a da cuc néu véi méi zp € E ton tai mot
lan can md lién thong U cua zp vau € PSH(U),u # —oo sao cho u = —o0
tren £ NU. Theo dinh 1y co dién ctia Josefson, néu E la tap da cuc khi dé
ton tai ham da diéu hoa du6i v dudc xac dinh toan cuc trén C" sao cho
u = —oo trén E. R6 rang mot tap giai tich con cia D la da cye. Mat khac,
khong khé dé ching minh ring bat ki tap con ctia C" véi do do Lebesgue
duong 1a khong da cuc. Dé chiing minh tap déng Borel do dude la khong
da cuc ta c6 thé tham khéo két qua ctia Bedford va Taylor (xem [13] trang
120).

Ta d&t cap(E, D) la dung lugng tuong ddi ctia tap con Borel E trong D

dugce xac dinh nhu sau:
cap(E, D) = sup{/ (ddw)" :we PSH(D),—1 < u < 0}.
E

Ta biét ring dung lugng tuong déi c6 mot s6 tinh chat thu vi quan trong
nhu tinh chat cong tinh duéi va don dieu dudi mot day tang. Hon nita,
mot két qua sau sic trong ly thuyét ctia Bedford-Taylor da chi ra rang
nhitng tap con da cuc ctia D c¢6 dung lugng tuong doi triet tieu. Ta thuong

xuyén stt dung bat dang thitc Bernstein-Walsh (xem [21]) v6i gid thiét rang
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néu K, L 1a cac tap compact trong C" va K khong da cuc, khi d6 ton tai
Ck.r > 0 chi phu thuoc trén K va L sao cho véi bat ki da thic p,, trong
C" c6 bac 16n nhat m,

1 1
—log ||lpmllz < —log |[pmllx + C.L- (2.1)
m m

Ta nhac lai sau day mot s6 tinh chat co ban vé sy hoi tu ctia cidc ham do

dugec.

Dinh nghia 2.1.1. Cho {f,}m>1, f la ham do dugc vdi gid tri phic duge
zdc dinh trén mien bj chan D C C". Ta néi rang day { fim }m>1

(1) hoi tu theo dung luong téi f tréen X C D néu vdi moi e > 0 ta cé

lim cap(Xy,., D) =0,

m—o0
0do Xpe:={x e X :|fn(x)— f(z) >e};
(1) hoi tu theo dung lugng tdi f trén D néu tinh chat (i) théa man vdi moi

tap con compact X cua D.

Chiung ta c6 két qua sau day vé hoi tu theo dung lugng va hoi tu diém.

B6 dé 2.1.2. Cho {fn}m=1 va f la ham do dugc vdi gia tri phic xzdc dinh
tren mien D C C". Néu { fm}m>1 hoi tu theo dung luong téi f trén mot tap
con Borel X ciua D, thi ton tai mot day con {fm, }j=1 va mot tap con da

cuc E C X sao cho {fn,}j>1 hoi tu diem tdi f trén X \ E.
Ching minh. Gia st { f,}m>1 18 mot day hoi tu theo dung lugng t6i f trén
X. V6i mdi € > 0, gia thiét cho

lim cap(Xy,., D) =0,

m—o0
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6 d6 Xpe i ={x € X :|fu(z) — f(z)| > }. Do d6, ta c6 thé tim duge mot

day tang thuc su {my} sao cho

1
Cap(Xm L7D) <K

4 o Ym > my.
Dat E; hej Xy, va B = N2, E;. Bi tinh chat cong tinh dudi cta
2
dung lugng tuong doi, ta co6
cap(F, D) < cap(E chap ik D) < kzﬂ = 51 vy > 1.
=j =j

Tt do, suy ra cap(E, D) = 0. Do d6 E la tap da cuc. Bay gio, cho z € X\ E,
st dung dinh nghia ctia F; ta dé dang kiém tra dugdc klim f(2) = f(2).
—00

Ta c6 dieu can chitng minh. O

Ta chi ra ring rang ton tai mot day hoi tu diém ma né khong chia day
con hoi tu theo dung lugng. That vay, dat {A,, }m>1 1a day cac tap con roi
nhau timg doi mot cia dia don vi A C C sao cho inf,,>1 cap (A, A) > 0.

Khi d6 day cdc ham dac trung {x4, }m>1 1a diy thoa man khang dinh trén.

Ta thuong xuyén st dung két qua nén tang ctia Bedford va Taylor, diéu
d6 phan nao dé giai thich vai tro ctia nhitng tap da cuc trong 1y thuyét da
thé vi.

Bo6 dé 2.1.3. Cho {um }m>1 la mot day cic ham da diéu hoa dudi trén D.

Gid st day trén bi chan déu trén cdac tap compact cia D. Dat

u(z) :=limsup u,(z),z € D.

m—0o0

Khi do, {z € D :u(z) < u*(z)} la tap da cuc.
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2.2 HOoi tu nhanh ctia cac ham chinh hinh va cac ham

hitu ti

Ching ta bat dau véi két qua sau day véi cha § rang day ham chinh

hinh {f,, };n>1 khong duge gid thiét 1a bi chdn déu dia phuong.

Dinh 1y 2.2.1. Cho D la mot mién trong C" va { fin}m>1 la mot day cac
ham chinh hinh bj chdan trén D. Gid st ton tai day tang {cu,tm>1 cdc so
duong théa man cdic dieu kién sau:

(1) | frs1 = finllD < €™

(i1) o = glrifl(ozmﬂ — Q) > 0;

(iii) Ton ta_z' tap con Borel khong da cuc X cia D va ham do duoc bi chan
f:X — C sao cho

| fm(x) = f(2)]/ — 0,Vz € X. (2.2)
Khi dé, ta ¢ cic khang dinh sau:
(a) {fm}m>1 hoi tu déu trén cdac tdp compact cia D tdi mot ham chinh hinh

f
(b) Vi moi tap con compact K cia D, ta ¢6 lim || f,, — f||}</am = 0.
m—0o0

Ching minh. V6i m > 1 ta dat ham

tn(2) == 108 | f1(2) — (2], V2 € D.

m
Tu gia thiét (i) chi ra rang {w,, }m>1 1& day cdc ham diéu hoa duéi tréen D

va n6 bi chan déu trén D. Ta can phai c6

lim u,,(x) = —o0, Vo € X.

m— 00
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Dau tien, ¢6 dinh z € X va e € (0,1). Béi (2.2), ton tai mg > 1 sao cho
[fm(x) = fx)] <™, m =>my.

Tiép theo ta co

1 log 2
U (z) < —log (g% + %+ < 8 loge, Ym > my.
m

m

Bang cach cho € | 0 ta dudc két qua trén. Tiép theo chung ta dit

w = (limsup u,,)".
m—0o0

Khi d6, v € PSH (D). Hon nita, theo B dé 2.1.3 ta c¢6 u = —oo trén mot
tap khong da cuc X. Vi vay, u = —oo trén D. Dic biét, u,, hoi tu diem téi
—oo trén D. Theo bo dé Hartogs, u,, tién déu t6i —oo trén cac tap compact
cia D. Tu d6 suy ra, néu K 13 mot tap con compact ctia D thi v6i moi

hing s6 A > 0, ton tai m(A) > 1 sao cho
| frs1 — fullx < e~ A iy > m(A).

Stt dung (i) va bat dang thic tam gidc, ta c6

—Aay,

_ _ _ (&
lfen = Fullie < D5 e <erdon(y Jemh) = ——

0<k<n—1 k>0
Béi vay, 4p dung tiéu chuan Cauchy ta dudc {f,, }m>1 hoi tu déu trén cac
tap compact ctia D t6i ham chinh hinh f.
Hon nita, khi cho n — oo trong bat dang thiic trén va cho A 16n tuy ¥

ta sé c6 hoi tu nhanh trén K. Ta c6 diéu phai ching minh. O]
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Hé qua 2.2.2. Cho {pp}m>1 la mot day cic da thic trong C" vdi degp,, <
m. Gid st ton tai tap con Borel khong da cuc X cia C* va mot ham do

dugc f: X — C sao cho
Ipm(2) — f(x)|Y™ =0, Vo e X. (2.3)

Khi do ta co cac khcfng dinh sau:
(a) {pmtm>1 hoi tu déu trén cdc tap compact ciia C" tdi mot ham chinh
hinh f.

di moi tap con compac cua a co lim (|p, — = 0.
b) Véi mdi t t K ciia C" ta c6 1 I =0
m—0oQ

Chitng minh. Gid st D 14 mot mién compact tuong doi trong C". Theo
Dinh 1y 2.2.1, khi d6 trén mién D, c¢6 mot day {p,, }m>1 thda man diéu kien

cua cta Dinh ly. 2.2.1 Béi vay, ta ¢6
Xy={z€X:|pn(z) = f(z)|]Y" < N,¥m >1}, N > 1.

Béi (2.3), ta c6 Uy>1 Xy = X. Bdi vi X la khong da cuc, ta suy ra ton tai
Ny sao cho Xy, la khong da cuc. Vi Xy, la tap Borel, nén né phai chita
mot tap con compact khong da cyc X'. Vi f 14 ham bi chan trén X, ta

dugc

1
sup — log ||pm || x < oo.

Do do6, ap dung bat dang thiic Bernstein-Markov ta dudc

1
sup — log ||pm||p < 0.
1m

m>

Ta dé thiy

1Pms1 — Pmllp < €™, ¥m > 1,
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v6i C' > 0 1a hang s6 khong phu thudc vao m. Do d6 day a,, := C'm thoa
méan cac diéu kién ctia Dinh 1y 2.2.1. Vay, ta c6 diéu can chiing minh. [

Van dé tré nén phtc tap hon déi v6i day cac ham httu ti bdi khi do sé
xuat hién cac tap cuc ctia nhitng ham nay. Dé xit Iy cac tap cuc nay ta can

khai niém sau day.

Dinh nghia 2.2.3. Cho V la mot siéu mat dai so trong C* va U la mot
tap md cia C*. Ta goi bac cia V N U, ki hieu deg(V NU) la s6 nguyén
nhé nhat d sao cho ton tai mot da thic p cé bac la d trong C* théa man

VNU={z€U:p(z) =0}

St dung khéi niém trén ching ta phat bicu két qua chinh dau tién cta

chuong nay nhu sau:

Dinh ly 2.2.4. Cho {r;,}m>1 la mot day cdic ham hiw ti trén C" théa man
cdc tinh chat sau:

(1) Ton tai mot tap con Borel khong da ciuc X ciia C" va mot ham do dugc
by chan f : X — C sao cho

lim |rp,(z) — f(z)[Y™ =0, Vo e X;

m—0o0
(11) Vi moi zg € C", ton tai hinh cau md B(zg,7), mg > 1 va X € (0,1) sao
cho
deg(Vin N B(2g,7)) < m», Ym > my,
d do Vy, la cdac tap cuc cia ry,.
Khi dé, ton tai mot ham do dugec F : C" — C sao cho |r, — F|1/m hoi

tu diém tdi 0 & ngodai mot tap cé6 do do Lebesque bang O.
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Dé ching minh dinh 1y trén truée hét ta ching minh bé dé sau

Bo6 dé 2.2.5. Cho {am}m=1 la mot day so duong sao cho o, < m vdi
hing s6 A € (0,1). Khi dé, ham

F(t)=>) twn (2.4)

m>1

zdc dinh va lién tuc trén [0, 1).
Chiing minh. Theo gia thiét ta c6

tam <™ Vte[0,1),m > 1.
St dung tiéu chuan Weierstrass, ta chi can chitng minh

> o <00, W8 € (0,1).

m>1

C6 dinh & € (0,1) va dit u,, = 6™ . Khi do,

U, 1\ (mAD) - A—m!=2
il t)
1™ M(A+5) 2 -1)
= (3)
1\ T (+E52+0(L)-1)
- (5)
= OO (O = log()
> 14+C0m™+0(m '), (tae >1+t, Vt>0).
Ta co
m(ut:il —1)>Cm™ 4+ 0(m™) = 00, m — .

Stt dung tiéu chuan Raabe, ta suy ra chudi s6 Y -, u,, hoi tu va ta dudc

diéu phai ching minh. O
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Chaing minh. (Dinh 1y 2.2.4) Lay 29 € C" va hinh cau U := B(zg, r) tam z
sao cho thoa man cac dicu kien ciia (i) duge thoa man, khi dé ta chi can
chitng minh v6i moi e, ton tai tap A, C U c6 do do nhd hon € va mot ham
do dugc F. trén U. := U \ A. sao cho |r,, — F.|"/™ hoi tu déu t6i 0 tren U..
Dé lam dugce diéu nay trudc hét theo (i4), ton tai hing s A € (0,1) va céc
da thitc ¢/, ¢! théa man cac tinh chat:
(1) 7m = Pm/qm, 6 A6 Gm =
(ii) au := deg ¢/, < m* v6i mdi m > mg va ¢7, 1a khac 0 trén U.

Sau khi thu nhé U, 1ay chuan héa va nhan véi cac hing s6 thich hgp ta

c6 thé gid sit ¢ khéac 0 trén lan can V ¢6 dinh U véi
g llo = llgmllv = 1. (2.5)

Ta c6 ||gm|lv < 1. Ap dung bat déng thiic Bernstein-Markov ta dugc

1
sup —10g ||gm || x < 00 (2.6)
m

m>1

v6i mdi tap con compact K ctia C*. Ta sé chitng minh ton tai mot tap con

compact khong da cuc X’ ciia X sao cho

1
sup — log ||pm||x < oo.

Dé gidi quyét van dé nay ta dit tap
Xy i={z € X :|rn(z) = f()["™ < N,¥m > 1}, N > 1.

Theo gia thiét (i), ta c6 Uy>1 Xy = X. B6i vi X la khong da cuc suy ra

phéi ton tai Ny sao cho Xy, 1a khong da cyc. Vi Xy, 1a tap Borel, nén né
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chita mot tap con compact khong da cuc X’. Tt ham f bi chan trén X, ta
dugc

sup ||rm|\§(/,m < 00

m>1

Tiép theo, biang cach ap dung bat dang thitc (2.6) & trén va lai sit dung bat

déng thitc Bernstein-Markov, ta suy ra

1
sup — log ||pm ||k < oc. (2.7)
m

m>1
V6i méi tap con compact K ciua C" va m > 1 ta dat

1
Um = E 1Og ‘pm+IQm - mem+1|-

Tiép tuc ap dung (2.6), (2.7) va cac danh gia don gidn ta thay day {u., }m>1
1a bi chin déu trén cac tap compact cia C". Bay gid, ta sé ching minh

{tm }m>1 hoi tu déu t6i —oo trén céc tap compact cia C™. Dé thay

1 1
Uy, = — log ‘Qm+1Qm| + —log ‘Terl - Tml'
m m
Bdi (i) va (2.6), ta c¢6

lim u,,(x) = —o0, Vz € X.

m—0o0
Vi X 1a khong da cue, bang cach st dung cac lap luan tuong tu nhu trong
chiing minh ctia Dinh 1y 2.2.1, ta suy ra {u,, },»>1 phai hoi tu déu t6i —oo
trén cac tap compact ctia C". Diac biet khi cho M > 0, ton tai m(M) sao
cho

sup uy, < —M, Ym > m(M).
U
Do do, ta c6 danh gia sau day trén U

Ym>m(M). (2.8)
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Tiép theo, véi m > my, bang cach st dung cac lap luan trong [6] dé danh
giad do 16n cta céac tap con ctia U ma 6 d6 g, ¢, da nhd. Chinh xéac hon,

cho 6 € (0,1) ta dat

Xung = {2 € U g (2)aln(2)] < 5™},
an,(s ={zeU:|d,(2)] < (5m/2},
Xisi={z €Ut | (2)] < 672},

R6 rang X, 5 C X, ;U X 5, dé thay

)‘2n(Xm,5) < )‘Qn(X;n,é) + >‘2n( ’rlrll,5)7

6 day va trong ca luan an nay, ta luén ky hiéu Ay, 1a do do Lebesgue trong

C". Theo Hé qua 4.2 trong [3], ta c6 danh gia sau:

AQ”( r/n,é) < Cnﬂ’odﬁv >\2n< &,5) < Cn,rodma

2, ~

6 day C,,, 1a hing s6 duong chi phu thudc vao n,ro. Boi vay, véi moi
m > 1, ta co

Non(Xim ) < Copy (7 + 571),

)\2n(Aa,r0) S Cn,ro Z(éﬁ + 5*""1)7

m>1
& day A := Uy,>1 X6 B6i gid thiét (i) va Bo dé 2.2.5, ta ¢6 thé chon dugce
§ € (0,1) di nhd sao cho vé phai ctia bat dang thiic trén nhé hon e.
Mat khéc, tit ¢/ khac 0 trén V' néu m > mg, nén ham wu,, := Tln log |q)" |
14 da diéu hoa trén V véi mdi m > my. Béi diéu kién chuan héa (2.5) va

bat dang thitc Bernstein-Markov, ta suy ra supy u, = 0 véi mdi m > 1
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va day {u;, }m>1 bi chin trén déu trén cac tap compact cia C". Dic biet,
day {um }m>1 khong hoi tu t6i —oo déu trén céc tap compact cia V. Dicu
do6 ciing chi ra rang day do bi chan déu dudi tréen U. Do d6 ta c6 hing s6

C’ > 0 sao cho

. 1 i /

1r[}fglog |Gt > —C',Vm > my. (2.9)
O day véi z € U. := U \ A, tit (2.8) va (2.9) ta suy ra

ITma1(2) = rm(2)] < (60;M>m, Vm > m(M).

Do vay, cho M di 16n sao cho e© M < 6, theo bat ding thitc tam giac ta
suy ra {r,}m>1 1a day Cauchy trén U, vi vay r,, hoi tu déu trén U. t6i

ham do dugce F. sao cho

1/m
UE — 0-

lim ||r,, — F.|
m—r0oQ

Dinh 1y dugc chiimg minh.

Ta c6 cac nhan xét sau: ]

Nhan xét. (i) Ta khong biét dinh 1y trén ¢6 con ding khong khi thiéu
gia thiét (ii). Mat khac, theo doi chiing minh trén ta thay rang két qua cla
dinh 1y vAn con dung khi diéu kien (ii) bi b6 qua trong khi (i) dugc thay
béi

lim |, (z) — f(z)|Y™ =0, Vz € X,

m—0o0
v6i v > 1 1a hing so.
(ii) Qua phép ching minh ciia dinh 1y ciing chi ra rang bat ki tap md

D c C" tren d6 7, 1a chinh hinh v6i méi m, 14 hoi tu déu nhanh trén cac
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tap compact, nghia la v6i moi tap con compact K cua D ta ¢

. . 1/m:
lim [ry, — Fl|g7 = 0.

Dac biéet, F' la ham chinh hinh trén D.
(iii) Bing cach xét ham 7/ := 1/r,,, thay cho r,, ta c6 thé thay dinh ly van

ding néu V,, trong gia thiét (ii) duge thay bing khong diém ctia r,,.

Két qua cudi trong huéng nghién citu nay 13 mot dang mé rong dinh 1y
ciia Bloom (Dinh 1y 1.1.2) khi sy hoi tu chi duge xét trén bién ctia mién bi

chan.

Dinh 1y 2.2.6. Cho D la mot mién bi chan trong C* va X C 0D la mot tap
con compact. Gid s f la mot ham chinh hinh bi chan trén D va {7y, bm>1
la mot day cdc ham hau ti trén C*. Gid st cdc diéu kién sau théa man:
(i) Vi moi x € X, diém ro € D vdir < 1 di gan 1. Hon nita, néu
ue PSH(D),u < 0 va théa man

lim u(rz) = —oco, Vo € X

r—1-

thi u = —o0.

(i1) Vi moi x € X, ton tai gidi han

F(2) = lim f(ra)
(iii) Day |rp — f*|V™ hoi tu diém tdi 0 trén X.
Khi dé ta co cdc khang dinh sau:
(a) Day |rm — fIY™ hoi tu theo dung lugng tdi 0 trén D.
(b) Ton tai tap con da cuc E cia C" ¢6 tinh chat sau: Véi méi zg € D\ E

va moi khong gian con affine phic L ciia C* di qua 2z, ton tai mot day con



34

{rm, }j=1 sao cho |ry,, — f\})/:j hoi tu tdi O theo dung luong (lién quan dén
L). 0 dé D., la thanh phan lién thong cia D N L chia z.

Nhan xét. (i) Dieu kien dau tien dat tren X 1a ¢6 tinh chat dia phuong.
Hon nita néu 0D 1a C'-tron tai cac diem ctia X thi diéu kién nay duge thoa
man.

(ii) Néu X la tap con compact ciia duong tron véi do do Lebesgue duong
thi X thoa man gia thiét (i). Diéu nay duge chiing minh nhu sau: Gia st

ue SH(A),u<0,5do A la dia don vi trong C sao cho

lim u(rz) = —o0, Vr € X.

r—1-
Ta phai ching minh v = —oo. Xét diém ¢ € A, bang cach hgp véi mot tu
dong cau ctia A ta c6 the gia sit € = 0. Khi d6, st dung bat déng thic gia

tri trung binh va bd dé Fatou ta dudc

1 2m 2m
u(0) < —limsup/ u(re?)df < —/ lim sup u(re”)df = —oo.
0

T r1- r—1-

(iii) Phan (b) ctia Dinh 1y 2.2.6 da khong duge nghien citu béi Bloom va
Gonchar ngay trong truong hop X 13 tap con khong da cyc ctia D. Két qua
ctia ching toi duge 1y cdm hing tit mot dinh 1y ctia Sadullaev trong [19]
néi rang mot ham chinh hinh ¢6 thé dugce xap xi nhanh néu va chi néu han
ché ctia n6 trén mdi duong thing phic c6 thé xap xi nhanh.

(iv) Khé khan chti yéu trong chitng minh 14 & chd khong gian con L c6 thé
c6 giao bang rong v6i tap khong da cuc X, nén ta khong thé ap dung truc

tiép (a).

Dé chitng minh dinh 1§ truée hét ta dua ra khai niem va cac ki hiéu sau:
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Cho D 1a mot mién trong C" va E 1a tap con ciia 0D. Khi d6 ta dinh nghia

ham cuec tri tuong d6i nhu sau:

wr(z, E, D) :=sup{p(z) : p € PSH(D), ¢ < 0,

limsup ¢(rz) < —1Vx € E}, z € D.

r—1-,re€D

Bo dé sau sit dung tinh chat (i) ctia tap X duge cho trong Dinh ly 2.2.6.

Bo6 dé 2.2.7. Cho D la mot mién bi chin trong C" va X la tap con cua
OD. Gid st X théa man diéu kién (i) cia Dinh lyj 2.2.6. Khi dé vdi méi
day {X;}j>1 C 0D sao cho X; 1 X ta co

lim wg(z, X;,D) <0, Vz € D.

j—00
Chiing minh. Gia st khang dinh trén 1a sai. Tt {wg(z, X;, D)};>1 1a day

tang cac ham khong duong, ton tai zp € D sao cho
(Z(),X D) = 0, \V/j Z 1.

Cho j > 1, v6i mdi k > 1, ta c6 the tim duge ¢y ; € PSH (D), pr; < 0, sao
cho
1

hT{l orj(re) < —1,Vo € X, nhung ¢y j(20) > —5r

Bay giv ta dit ; := Y-, ¢r;. Dé dang kiem tra duge:
(g € PSH(D), p; <0;
(ii) Tligl_ @;(rr) = —oo,Vx € X; nhung ¢;(z) > —1.
Tiép theo, ta dat
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Dé thay ¢ € PSH(D),p < 0,¢(2) > —1. Bay gid, cho # € X ta chon
dudgc j, sao cho z € X . Khi do ta c6

I < — lim ¢; (rz) = —oo.
lim p(rz) < 55 lim @, (re) = —o0

Diéu nay 1a mau thuan va bé dé duge ching minh.
[]

Ching ta ciing can mot s6 két qua vé tinh compact trong tap cac ham
da diéu hoa dudi.
Bo dé 2.2.8. Cho {Um tm>1 la mot day cdac ham da diéu hoa dudi dugc xdc
dinh trén mién D trong C". Gid st day trén bi chdan déu trén cdc tap con
compact cia D va khong hoi tu déu tdi —oo trén mot tap con compact cia
D. Khi dé ta c6 cdc khdng dinh sau:
(a) Ton tai mot day con {uy,}j>1 hoi tu trong L, (D) tdi mot ham u €
PSH(D),u # —oc.
(b) lim sup u,, < u trén D.

J—00

(c¢) lim sup u,,, = u ngoai mot tap con da cuc cia D.
]—>OO

(d) Tap {z € D : lim u,, (z) = —oo} la da cuc.
j—00
Ching minh. Cac khang dinh (a) va (b) dugc suy ra tit Dinh 1y 3.2.12 trong
[12]. Tiép tuc ap dung Dinh 1y 3.2.12 trong [12] ta suy ra v = (lim supty,,)*
J—00
khip noi trén D. Vi vay, theo Bo dé 2.1.3 ta c¢6 két qua (c). Cudi cing, (d)
d& dang dudc suy ra tit (c), Vay bo dé dudc chitng minh. O

Két qua chuan bi cudi clting cho mot dieu kien da de mot day cac ham

do dugc hoi tu theo dung lugng t6i 0.
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Bo6 dé 2.2.9. Cho {uy}m>1 la mot day cic ham da dieu hoa dudi va
{1 la mot day cac ham do duge xdc dinh trén mien D C C". Gid
st cdc dieu kién sau dugc théa man:
(a) {tm}m>1 la bF chan trén déu dia phuong;
(b) Ton tai tap con compact khong da cuc X cia D sao cho

inf sup uy,(z) > —oo;

m2>1 ,cx
(¢) Upm + Uy hOT tu tdi —00 déu trén cdc tap con compact cia D.

Khi do day {€'},>1 hoi tu theo dung lugng tdi 0.

Chiing manh. Gia st ngudc lai, ton tai mot tap con compact K cia D, day

con {m;} va cac hang s6 0 < e < 1,0 > 0, sao cho
cap (KjaD) > 57 \V/j > 1,

6 dé Kj:={z € K : vy, <loge}. Tt (b) ta c6 u,,, khong tién t6i —oo deu
tren X. Boi Bo dé 2.2.7 va gid thiét (a), ta c6 thé gid st day con w,, hoi
tu trong L} (D) t6i u € PSH(D),u # —oco. Tiép theo, tit gid thiét (c) suy

loc

ra v6i moi M sao cho M + loge > 0, ton tai jyr > 1 sao cho
U, + Uy, < —M Vj 2> jy V2 € K.
Béi vay khi cho 7 > ju ta ¢6 bao ham thtc sau
K;CLj:={2€ K : Uy, <—M—loge}.

Dé thay
cap (Lj, D) > cap (Kj, D) > 6, Yj > jur.



38

Chon mot lan can w ctia K va né 1a tap compact tuong déi trong D sao
cho

Sup ||, || 21wy < 00. (2.10)
j>1

Theo Dinh nghia 2.1.1, ta ¢6 thé chon ¢; € PSH(D),—1 < ¢; < 0, sao

cho

/ (ddccpj)” > 0.
I.

Ap dung bat ding thic Chern-Levine-Nirenberg (xem Dinh 1y 2.1.7 trong
[4]), v6i j > ju ta c6 danh gid sau
1 CKw
0 < ddp;)" < ——— m | (ddpi)"" < ————— |t || 11 (0)-
| oy < g [ w00 < S,

J

O day Ck . 12 hang s6 duong chi phu thude vao K,w. Cho M — oo va 4p

dung (2.10) ta c6 sy mau thuan. Vay bo dé duge chiing minh. u

Chitng minh. (Dinh 1y 2.2.6) (a) Sau khi bé di tit X mot tap con da cuc
(c6 thé bang tap réng), ta c6 thé gid st rang r,,(2) € C véi mdi z € X va
m > 1. Do f*1a ham bi chan trén X, tit gid thiét (ii) va (iii) ta suy ra

1
sup — log | (x)| < oo Vz € X.

m>111

V6i N > 1 ta dat

1
Xy :={z¢€ X :sup—log|rn(z)| < N}.

m>1M

Tiép theo ta dit X = Uy>1 Xy. Tt X 1a tap khong da cuc, ta suy ra ton tai
Ny > 1sao cho X' := Xy, 1a tap khong da cyc. Bay gio ta viét r, = pn/qm
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VOl @, théa man ||gn|lx = 1. V6i m > 1, ta xét ham da diéu hoa dudi sau
day trén D

1 1
Uy = _log |pm - me|>7}m = _1Og ‘Qm‘-
m m

Ta can chiing minh day {u,,},>1 hoi tu t6i —oco déu trén céc tap compact
ctia D. Dé dat dugc diéu do, ta chi ¥ ring, do X' 1a khong da cuc, ap dung
bat dang thitc Bernstein-Walsh (2.1) suy ra day {v,,}m>1 1& bi chan déu
trén cac tap compact ctia C". Bang cach chon ctia X', va ap dung bat ding
thiic Bernstein-Walsh (2.1), ta suy ra day % log |py| bi chan déu trén cac
tap compact ciia C". Tiép theo, tir gid thiét ve tinh bi chan ctia ham f, ta
suy ra day {u;, }m>1 bi chin déu trén cac tap compact ctia D. Cho k,j > 1
ta dat
Xpj={x € X :|r(x) — £ (@)V™ < 1/4,Ym > k}.

Theo gia thiét ta c6 X} ; + X khi j — oco. C6 dinh diém 2y € D. Theo Bo
dé 2.2.7 va gia thiét (i), ta c6 thé tim dugc kj(z9) (phu thudc vao j va z)
sao cho

wR(ZO,XkJ,D) < O,Vk > k}j(ZO). (2.11)

Mat khéc, véi x € X3, ; vam > k ta co

1
limsup uy,(rz) = vy (z) + —log () — f*(z)] < Ay —log j.
m

r—1-

O day Ay := sup sup v, () la hiing s6 hitu han. Bay gio ta dat

m>1 xeD

Ay = sup sup u, ().

m>1 xeD

Khi d6 A, ciing 1a hang s6 hitu han. Két hop tat ci cac dicu trén va st
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dung dinh nghia ctia wg(-, F, X), ta di dén két qua sau
um(20) < As + (A1 —log j)wr (20, Xk, D), Ym > k. (2.12)
Béng cach két hop (2.11), (2.12) va cho m — oo, j — oo ta duge

lim wu,,(29) = —o0.
m— 00

Do két qué tren ding véi zg € D va do {uy, tm>1 bi chan déu trén D, bdi
bo dé Hartogs ta suy ra u,, phai hoi tu déu t6i —oo trén cac tap compact
cua D.
Cudi cling, véi z nam ngoai cac tap cuc clia 7, ta dit
n(2) 7= vn(2) + ~og [rn(2) — F(2)]
Bing cach ap dung B6 dé 2.2.9 ta dudc |r, — f|*/™ hoi tu theo dung lugng
t6i 0 trén D.

(b) Theo ching minh ¢ phan (a), day v, := -+ log|g,| bi chan déu trén
cac tap compact cia C". Hon nita, v, khong hoi tu vé —oo déu trén tap
compact ctia C". Theo Bo6 dé 2.2.7 (d), ton tai mot tap con da ciic E cla
C" sao cho

lim sup v, > —oo trén D \ F.
J—00

Ta sé chi ra rang F théa man tinh chat néu trong két luan cia dinh ly.
C6 dinh 2y € D\ E. Gia stt L 1a khong gian con affine phitc di qua zy va
gid st D, 1a thanh phan lién thong cia D N L chita zp. Chon mot day con
{¥m, }j>1 sao cho

;g{ U, (20) > —00.
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Ki higu v} va v] cc han ché trén D, clia hai day vy, va m% log |7m, — fl-
Theo két qué da duge chiing minh trong phan (a), ta c6 v} + vj hoi tu deu
vé —oo trén cac tap compact clia D.,. Tiép tuc st dung B6 dé 2.2.9 ta dugc

e’ hoi tu nhanh theo dung lugng vé 0 trong D.,. ]

2.3 Mot vi du vé hoi tu nhanh ctia ham hitu ty

Muc tiéu ctia phan nay la dua ra vi du ctia day cac ham hitu ti thoa
méan gia thiét ctia Dinh 1y 2.2.6. Chinh xac hon ta sé xay dung mot day cac
ham hitu ti {r,,},,>1 véi cdc cyc ndm ngoai A sao cho {r,,},,>1 hoi tu diém
nhanh vé f* trén tap con compact ctia 0D. O d6 f* 1a cac gia tri bién cua
ham chinh hinh bi chin f xéc dinh trén dia don vi A. Ta bat dau bang

mot két qua veé hoi tu nhanh ctia mot tich vo han nao dé.

Ménh dé 2.3.1. Cho {7, }m>1 la day cdc ham hitu ti, D la mot mién trong

C" va {Bn}m>1 la day cic s6 duong. Gid st cic diéu kién sau dugc théa

man:

(a) {rm}m>1 la bi chan dia phuong trén D;

(b)

oo

lim (Y 4)" =0
m—ro0 it

(c) Ton tai tap con khong da cuc X cia D sao cho vdi méi x € X, ton tai
hang s6 M, > 0 sao cho

| rm(T)

— 1| < M, By, Ym > 2.
Tm-1(2)
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Khi d6 day {rm}m>1 hoi tu déu nhanh trén moi tap compact cia D tdi ham
chinh hinh g trén D.

Chitng minh. Ta chting minh rang r,, hoi tu diem nhanh t6i ham g trén X.
Ta dat fj = rj/rj—l vil g > 2. Cé dinh z € X.

19(2) = rm(@)| = |rm(z H filx) = 1],

j=m+1

Theo (c), khi m di 16n ta c6 danh gia sau:

I 501 = [ TI (10 -0) 1)< T[ (15 -11+1) -1

j=m+1 j=m+1 j=m+1
< T (MeBi+1) =1 <exp( > M) —1
j=m+1 Jj=m+1
Jj=m-+1

O day ta sit dung bat ding thic ¢! <1+2t,0<t < 1 va > iemi1 B =0
khi m — oo. Chu y rang, tit (a) ton tai hang s6 C, > 0 sao cho |r,,(z)| < C,
v6i m > 1. Béi vay
9(x) = rm(2)] <2C: M2 Y | By
j=m+1
Dicu can chiing minh dugce suy ra tit (b). Cudi cung ap dung nhan xét sau

Dinh I 2.2.4 dé hoan thanh viéc ching minh. ]

Xét mot tap con compact F' ctia dudng tron don vi 0A = {z € C: |z| = 1}
¢6 do dai duong nhung khong dau tru mat trong OA. Khi d6, F' thoa man
diéu kien (i) ctia Dinh 1y 2.2.6. Diéu nay c6 thé dugce thyc hién bing cach
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xay dyng mot tap Cantor C C (—1,1) véi tinh chat nhu trén, khi d6 ta c6
thé chon F := A N7 1(C), § d6 7 l1a phép chiéu trie giao tit A dén truc
thuec.

Meénh dé 2.3.2. Ton tai mot tap con dém dugc A cia C\Z vdi F C A,
mot day {rm}m>1 cia cic ham hiu ti tréen C va mot ham chinh hinh

f:C\ A — C bj chan trén A théa man cac tinh chat sau:

(a) Cdc cuc cia {ry,}m>1 déu ndm trong A vdi moéi m > 1.

(b) {1} =1 hoi tu nhanh déu tdi f trén cdc tap compact ciia C\ A.

(c) {rpmYm>1 hoi tu diém nhanh trén F := A\ A téi f*, vdi f* la ham gid
try bién cua f.

(d) f bi chan trén A nhung khong md rong chinh hinh qua bat ci diém nao

cua F.

Chitng minh ctia ménh dé nay can hai bo dé bo trg. Thit nhat ta can
gi6i thieu mot s6 ki hieu. Ta ki hieu (N*)?2 = {(m,n) : m,n > 1} dudc goi
la sap thi tu, nghia 1a (m,n) < (p,q) néu va chi néu m +n < p + ¢, hoac
m +n = p+ ¢ nhung m < p. Gia st ind(m,n) 1a chi s6 ctia (m,n) theo
mot day thit tu. Bang cach tinh toan ta co:

ind(m, n) = (m+n—2)2(m+n—1) -

ind(m,n)

Tw d6, max(m,n) > v6i moi m,n > 1.

Bo dé 2.3.3. Ton tai mot day song chi s6 {rmm} C (0,1) sao cho day sdp

thit tu tuong ing {s;};>1 théa man diéu kién

o

i (30 -5) =0

J=n
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Chatng minh. C6 dinh s6 thyc a > 1. Ta sé ching minh day xac dinh

boi rj = 1 — a3"~% théa man didu kien trén. That vay, ta biét ring

ind(j.k)
D)

Tik = Sind(jk) Va max(j, k) > thi ta ¢o

o0

Z(l—SJ’): Z 1—T’Jk < Z 1—7“Jk—{— Z 1_Tjk
Jj=n ind(j,k)>n \/%J k>L\/§

Tiép theo, ta danh gia moi phan trong biéu dién trén. Ta c6

Z (1—=rj) = Z a7 = ( Z a’fl)(Za*’#)
z1/3) 21/3) iz 1y/3) k21

0 2
—(ly/3))* -2 _ @ —(l/3)*
< o Vi (jz;a )= (a—12"

Vi thé,

j;i(l__s) o2 _qymy

: 7= (a—1)2

Jj=n
Bdi danh gia cudi cuing ta suy ra giéi han trén. ]

B6 dé 2.3.4. Cho a = e va b=re® vdi 0 <0,& < Z. Khi do
_ 2
|1 —ba| > =10 —¢£|.
T

Chiing minh. Ta viét

1 —ba| = [1-rd® %= /(1—rcos( — )+ (rsin(f — ))?
— \/1+7“2 —2rcos(f — &) > |sin(6 — &)| > %‘9_5‘7

& day trong dénh gia cudi cing ta st dung bat déng thiic sint > 2¢ v6i moi
0<t<T. 0
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Bo dé 2.3.5. Ton tai mot day B = {a;};51 C A sao cho
(a) F la tap cdc diém tu cia B;
(1) Jim (55,1 (1— |y ) = 0;

(c) Vdimoi § € F,y 22, % < oo. Hon nia,

- 1— oyl 1
e (2 =ag) =
Chiing minh. Ta sit dung lap luan cua Colwell trong [7]. Tap 0A\ F' 1a hop
dém duogc ciia cac cung md phan biet. Gid st A 1a tap cac diém cudi clia
cac cung nay.

Ta viét
A={am, by :m>1}, Naw| = bl =1, om = arga, < argb, = ¥,.

Cho m,n > 1, ta xét hai day song chi s6 sau:

. lwm_gpmn . _lwm_somn

Cha ¥ rang, véi m c¢o dinh, &un L ©m Va Dn T U
bat t, =1— (1 — rmn)(wm;;pm)" <1—"7run, 6do r,, dudgc xac dinh

2
nhu trong Bo dé 2.3.3. Ta dat

iwwzn

Cmn = tmn€Z£m7la dmn - tmne

Ta sap xép {cmn} V& {dnn} theo 16i tit dién dé c6 duge hai day méi {¢, }n>1
va {Jn}nzl tuong ung. Gia st B := {a, },>1 1 day saw:

él,dl,éQ,dQ,...,En,dn,....
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Dé& dang thay ring F 1 tap cac diem tu cia B va B C {z: |2| < 1,0 <
arg z < 5}. Theo Bo dé 2.3.3 ta cing c6

T (37 (1 o)) =0
Jj=n-+1
Béi vi
(M=l < > (1—[E] +1—1dy])
j=n+1 i=l5]

M

(1 —lejul +1 — |djr|)*

ind(j,k)>]% |
S 2(1 — Tjk)
ind(j.6)2 2]
i=15]

Dé ching minh tinh chat cudi, ta chi ¥, néu & = e € F, thi § # arg o véi

moi « € B. Chinh x4c hon, ta c¢6

1 m -~ ¥m\n 1 m -~ ¥m\n
|0 — arg cin| > 5(%) |0 — arg dyn | > §(¢T@) , VYm,n>1
Mat khac,
Vm — Pmyn
11— mnzl_dmnzl_ mn
el = 1= I = (1= ) (P2 F)
Theo B6 dé 2.3.4 ta c6 danh gia sau
1— mn 1 - mn
dleml 7w Lz lem] oy

1 — k| — 2|9—argcmn| -
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Bat dang thitc tuong tu nhu trén dang véi dy,,.

Vay

(0.¢]

1 — ’ij| ( 1— ‘Cmn‘ I— |dmn‘
— + =
Z|1—0@€| mz |1_Cmn£| ‘1_dmn£|)

<27 Z — Tmn)

m,n=1

Dé c6 khang dinh cudi ta cha y

1_|Oé.7‘ Z ( 1 — ‘Cmn‘ 1_|dmn‘ )
> 4 nn)y 1= 10
e S s = Gl L= ]

<27 i (1 — rmn)-

ind(m,n)> LgJ

Theo B6 dé 2.3.3, cin bac k ctia sé hang cudi tién t6i 0 khi & — oo.

Vay bd dé da dugc chiing minh. []
Chitng minh. (Ménh dé 2.3.2) Gia st B := {a;};>1 C A la day xay dung

trong B6 dé 2.3.5. Dit

fitey =2 ) =)

aj 1 — Q2

Ki hieu A := {2 : j > 1}. Khi d6 tap cac diém tu cia A la F. Ta ¢o dinh
J
tap compact K C C\ A, véi j > 1va z € K ta c6

ey + Jagl2) (1 = ayl)
1fi(2) = 1] = P < Mg(1 = |ay),

& d6 My > 0 chi phu thudc vao K va A. Theo Bo dé 2.3.5(a) va Ménh dé
2.3.1 suy ra khang dinh thi hai. Dé thay sy hoi tu nhanh ctia ham f; tai
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£ € F ta viét

(o + ] |€)(1 = |aj]) 1 — |ay]
PR e L rra

stt dung lap luan tuong tuy nhu trong chting minh ctia Ménh dé 2.3.1 ta

£(€) =11 =

dugc

‘ 11 laj] a; =€ _1‘§8 3 Loyl
. ay 1—&j€ j:m—f—l‘l_ajf‘

Mit khéc, theo Dinh 1y 1 trong [7], ta ¢6 lim, o 7,(§) = f(§). Vay ta c6
thé tim duge Mg > 0 sao cho |r,(£)| < Mg v6i moi n > 1. T d6

() — () <8M; S 210l

j=m+1 ‘1 - O_éjg‘.

Khing dinh (c) suy ra tit Bé dé 2.3.5(c). Cudi ciing, ta dé ¥ riang, tap cac
khong diém ctia 7, chinh 1a {oq, -+, a,,} vA moi diém ctia F' déu 1a diém
tu clia {ay }m>1 nén ham gidi han f khong thé duge thac trién chinh hinh

qua bat ctt diém nao ctia F. Ménh dé dude ching minh. ]



Chuong 3

Ho6i tu ctia chudi luy thira hinh thiic

trong C"

Trong chuong nay ching ta sé nghién citu cac diéu kién dia dé mot chudi
liiy thita hinh thiic hoi tu trén mot s6 du nhiéu cdc duong thang phic qua
goc O € C" 1a hoi tu trén mot lan can cta O € C".

Noi dung ciia chuong nay duge viét dya trén bai bao [2] trong danh muc

cac cong trinh st dung trong luan an.

3.1 Mot s6 kién thiic co sé

Ta noéi rang E 1a da cyc xa anh néu F chita trong phan —oo clia mot
ham trong HPSH(C") ma n6 khong dong nhat —oo. Ro rang tinh da cuyc
xa anh suy ra tinh da cyc thong thuong. Diéu ngudc lai 14 khong ding va
sé dugc trinh bay trong ctia Ménh dé 3.1.1.

49
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Cho E C C" la tap bi chan, ham cuc tri Siciak cia E dugc xac dinh nhuw
sau:

Ve(z) :=sup{u(z) : u € L(C"),u|lp < 0}.

O d6 L(C™) la 16p Lelong cac ham u trong PSH(C") v6i do tang logarit,
nghia 1a u(z) < log |z| + C, v6i hing s6 C, khong phu thuoc vao 2.

Néu E la khong da cuc thi né 1a chinh quy héa nita lien tuc trén V3 €
L(C") (xem He qua 5.2.2 [13]).

Trong chuong nay ki higu A(0, R) la dia v6i ban kinh R véi tam 0 € C
va A"(0, R) cho da dia A(0, R) x---x A(0, R) € C", va S"(0, R) 1a bién c6t
yéu ctia A"(0, R) nghiala S"(0, R) := {(z1, -+ ,2) : |21] = -+ = |za| = R}.

Dau tién, ta phat biéu va chiitng minh mot s6 tinh chat co ban cla tap

da cuc xa anh.

Ménh dé 3.1.1. (a) Néu P la mot da thic thuan nhdt trén C" triét ticu
trén cdc tap da cuc khong xa anh A C C" thi P = 0.
(b) A C C" la tdp con da cvc za dnh néu va chi néu w(A) la da cuc trong

C" !, ¢ day

W:Cn\{zn:O}ch—ljﬂ-(zl’... 7zn) = (_7 ’an>.
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(c) Néu A C C" la tap da cuc khong xa dnh th
A={tz:|t| <1,z € A}

la tap duy nhat vdi ham chinh hinh trén hinh cau don vi B, C C", nghia la

ham chinh hinh trén B, sao cho triét tiéu trén A phdi bing 0 khdp noi.

Nhan xét. Cho A := {(z,2?) : |2|? + |2|* = 1} € C2 Khi d6, A 1a da cyc
trong C? chita trong mot siéu mit dai s6. Tuy nhién, tit 7(A) 13 dudng tron
trong C hién nhién né khong da cuc, A 1a khong da cuc xa anh trong C?

bi Menh dé 3.1.1 (b).

Ching minh. (a) Gid st P =0 trén A. Khi d6 ham

1
uz) = degP

log |P(z)], z € C",

la da diéu hoa dudi thuan nhat trén C*, u = —oo trén A. Béi vi A 1a tap
da cuc khong xa anh suy ra u = —oo va 6 day P = 0 trén C".
(b) Trude hét, gid st A 1a da cyc xa anh. Khi d6, ton tai u € HPSH(C" 1)

sao cho u #Z —oo, u|4 = —oo. Béi vay, ta co
u(A2', Az,) =log [\ +u(Z,2,),2 = (21, , z01), A € C.

Ta c6 v(2') := u(z',1) € PSH"(C"),v # —00 va v|(4) = —00. Béi vay,

m(A) 1a da cyc trong C" 1. Gia sit nguge lai m(A) 1a da cyc trong C"1.
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Khi d6, ton tai v € PSH(C"'),v # —00 sao cho v|;(4) = —0co. Diéu nay

-

chi ra rang ta c6 thé chon duge v € L(C"1). Dat
uw(Z', zn) =02/ z) +log|z,|, V2= (2,2,) € Q:=C"\ {2z, = 0}.

Khi do, ta dé thay u € PSH(),v # —oo. Hon nita, bdi gia thiét vé do
tang cua v, ta ¢6 u bi chan dia phuong trén trong mot lan can cia siéu mat
{2, = 0}. Do d6, u théc trién t6i mot ham (vAn duge ki hieu 1a u) thuoc
PSH(C") (xem Dinh ly 2.9.22 trong [13]). Ta ciing dé& dang kiém tra dugc
u€ HPSH(C") v u|4 = —o0. Vi vy, A da cuc xa anh trong C".

(¢) Cho ¢ 1a ham chinh hinh trén B” sao cho g = 0 trén A. Gia stt g # 0.

Khi do, ta co thé viét

JZJo
¢ day @, la da thic thuan nhat bac j va Q;, # 0. B6i vi
g(tz) = thQj(z) =0,Vz € A V|t < 1,
J=Jo
nén ta suy ra Qj, = 0 trén A. Theo (a), ta suy ra Q;, = 0. Day la diéu mau

thuan. ]

3.2 HOoi tu ctia chudi lay thira hinh thic

Ta can bo dé sau dé chitng minh két qua chinh ctia chuong.
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Bo6 dé 3.2.1. Cho {ug}r>1 C HPSH(C") la day cdc ham bj chan trén dia

phuong. Dat tap

w:=limsupug; S:={z=(21,....,2n) € C" 1 u(z) < u(2); 2, # 0}.

k—o0

Khi dé 7n(S) la da cuc trong C"1.

Ching minh. V6i k > 1 ta dat

21 Zn—1

Vi( 21, ooy Zne1) 1= Uy, (—, s , 1), (21, ...2n) € C"\ {2z, = 0}.

Zn Zn

Khi dé
Vi(21, ooy 2n1)FHlog |zn] = up(21, -+ 5 21y 2n), V(215 , 2n) € C"\{z, = 0}.
Hon nita, theo gia thiét day {vi}r>1 € PSH(C" 1) 1a bi chin trén déu dia
phuong. Ta dat v := liin sup v;. Khi do6, ta co
00
(21, .y 2no1) +H10g | 20| = w21, ooy 20), V(21,0 5 20) € C"\ {2z, = 0}.
Nhu vay v* € PSH(C"1) va
V(21 ey Zne1) Hlog |z = w21, oo, 20), V(21,0 20) € C 2, #£ 0.

Ta co

7(S) C {(z1,...2n-1) € C" L iw(zy, ., 2p1) < U (215 o Zue1) )
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Ap dung Dinh 1y Bedford-Taylor vé tinh da cuyc cua cac tap bo duge (xem
Dinh 1y 4.7.6 trong [13]) ta thay rdng tap bén phai la da cyc. Béi vay m(S)

phai la tap da cuc. H
Két qua chinh ctia chuong nay 1a dinh 1y sau.

Dinh 1y 3.2.2. Cho A C C" la mot tap da cuc khong xa anh va { fi }m>1
la mot day chudi liy thia hinh thic trong C" va ry la mot so duong. Khi
dé ta co cac khang dinh sau:

(a) Néu vdi méi a € A, han ché cia {fn}m>1 trén l, la mot day cdc
ham chinh hinh bj chin deu dia phuong trén dia A(0,ry) C C thi ton tai
r1 > 0 (chi phu thuoc vao 19, A) sao cho {fn}m>1 bi€u dién mot day ham
chinh hinh bj chan déu dja phuong trén da dia A™(0,71).

(b) Néu vdi méi a € A han ché cia {fm}m>1 trén l, la mot day ham
chinh hinh trén dia A(0,rg) C C hoi tu déu trén cdc tap compact thi ton tai
r1 > 0 (chi phu thudc vao ro, A) sao cho {fn}m>1 xdc dinh mot day ham

chinh hinh ma né hoi tu déu trén cdc tap compact cia A™(0,ry).

Chitng minh. (a) V6i m > 1 ta viét

fm = Pim:

Jj=0

6 d6 Pj,, 1a cac da thic thuan nhat bac j. Theo gia thiét, véi z € A, t —
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fm(tz),m > 1, 1a day cac ham chinh hinh trén A(0, ry) no6 bi chin déu trén
cac tap compact. Béi vay m > 1,z € A, ta c6 thé khai trien
fu(tz) = W Pi(2), Yt € A0, 7).
Jj=0

St dung bat dang thitc Cauchy ta thu dugc véi m > 1,

M
|Pim(2)] < (;’ T), Vi >0,Vr e (0,7),Vz € A,
G do
M(z,r) = sup{|fm(tz)] : m > 1,|t] <r}.
Ta co

1 1
;log |Pim(2)| < ;log M(z,r)—logr,Vr € (0,19),Vj,m > 1,Vz € A. (3.1)

Tiép theo, véi N > 1 ta dit cac tap

Ay = {zEA:M(Z,%) < N,|z| > 1/N};

By :={z€ A:|z| < N,|z| > 1/N}.

Diéu nay suy ra

n(A) = |J 7(Av) = | n(Bw),

N>1 N>1
¢ d6 7 1a anh xa dugc cho trong Ménh dé 3.1.1 (b). Béi vi A 1a tap khong

da cyc xa anh, theo Menh dé 3.1.1 (b) w(A) 1a khong da cuc, vi thé ta c6
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thé tim duge Ny, N1 > 1 sao cho 7(Ay,) va 7(By,) ciing 1a cac tap khong
da cuc. Dé y ring Ny chi phu thuoc vao A. Vi thé v6i z € Ay, bdi tinh
thuan nhat ctia Pj,, va (3.1), véi j,m > 1 ta c6 danh gia

1 1
F108 [Py (n(2), )] = =10 |Py(2)] ~log 2] < 2lox No—log(ro/2). (32

Ta dat

Pim(2) = Pju(',1),2 = (2, 2).

Theo (3.2), ta suy ra cac ham da diéu hoa dudi

1 ~
{—.108; \P]m|} .
J 7,m>1

12 bi chdn trén déu trén tap khong da cyc w(Ay,) € C" 1. Vi thé, ap dung
bat dang thic Bernstein-Walsh (2.1) ta suy ra cdc ham bi chin trén déu
trén cac tap compact ciia C*~! . Tiép theo ta sé chitng minh:

(*) Vi moi R > 0, day

1
{_- log ‘ij|} .
J Jm=>1

la bi chin trén déu trén A™(0, R).
That vay, theo nguyén 1y mo dun cuc dai, ta dé dang kiém tra dugc tinh bi

chin deéu tren cac da dia S™(0, R). Stt dung tinh thuan nhat cta Pj,,, v6i
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z € S™(0, R) ta thu dugc
1 1
108 Pin()] =+ og | Pyn(r(2), D] + Tog R

1 -
< sup =log|Pjm(2)| + log R.
2'eSn=1(0,1) J
Vay, (*) dugce ching minh.
Tiép theo, tit 7(By,) C C" ! 1a khong da cie, ta c6 thé chon r; > 0 sao

cho

N-
log ( 1T1> +  sup V:(BNI)(Z/) <0. (3.3)
7o 2’€ An=1(0,1)

Ta chitng minh khang dinh tiép theo

(**) Vi moi tap compact K C A™(0,r1), ton tai jo > 1 va 6 > 0 sao cho

1
10 | Pynllic < =0,¥j > jo, ¥m > L.
J

Gia stt khang dinh trén 13 sai, khi d6 ta c6 the tim duge 5 € (0,71), day

{2k }e>1 € A™(0,72) va hai day s6 hitu ti duong {jx }es1, {mu rs1, VO Ji T 00

sao cho
1 1
—log | Py, m,. (%) > ——, Vk > 1. (3.4)
Jk ’ k
Vé6i k > 1 ta viét
1 n
up(z) = j—klog | Pj.m,(2)], V2 € C.

Béi (*) suy ra u* € HPSH(C"), 6 d6 u := limsup uy. Dé y rang

k—o00

1
ur(z) —log|z| = ﬁlog ‘ij,mk (é) , V2 #0,Vk > 1.
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Vi vay, theo (*) ta suy ra uy(z) — log|z| 1a bi chan trén déu trén cac tap
compact cia C". Vay u € L(C"). Mat khac, theo (3.1) véi j = jr, m = my,

khi cho k — oo ta ducc
u(z) < —logry, Vz € A.

Stt dung Bo dé 3.2.1, ta c6 thé tim duge mot tap con S C A\ {2, = 0} sao

cho 7(S) 1a da ciyc trong C"1 va u = u* trén A\ S. Do d6
u*(z) < —logry, Vz€ A\ S. (3.5)
V6i 2/ € C"1 ta dat v(2)) := u*(2/,1). Khi d6, v € L(C") va
u*(z) =log |zn| +u*(7(2), 1) = log|z,|+v(7(2)), Vz € C"\{z, = 0}. (3.6)
Béi vay v6i z € By, \ S ta thu duge
v(m(2)) = u*(2) — log|z,| < log (%)

O day déng thitc cudi duge suy ra tit (3.5) va cach chon cia Blys.
Mit khéc, tur 7(S) 1a tap da cuc va tit w(By,) bi chan, theo Hé qua 5.2.5

trong [13] ta dugc

*

VaBa\e(s) = Va(s,)-

Nhu vy béi cach chon ctia 1 trong ( 3.3) va cach xac dinh ciia ham cuc
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tri Siciak ta thu ducgc

Ny
v(Z') <log <—> + sup VI
( ) To A"=1(0,1) (BNl\S)

N *
< log <—1> + sup V?T(BNl)\W(S)

To An=1(0,1)
N

= log <—1> + sup V:(BNl) < —logry, V2 € A"1H0,1).
To An=1(0,1)

Két hop diéu nay vdéi (3.6), for z € S™(0,7) ta duge
u*(z) = v(mw(z)) +logr < 0.

Theo nguyén 1y mo6 dun cyc dai thi v < u* < 0 trén A"(0,7,). Bay gic ap

dung Bo dé Hartogs cho day {u}>1 ta dugc

limsup sup wu; <0.
k—o00 An(O,Tg)

Ta ¢6 mau thuan véi (3.4). Vay (**) dugce ching minh.

Bay gio ta sit dung (*) va (**) dé hoan thanh viéc chiing minh. Theo
tieu chuan hoi tu Weierstrass va danh gia (**), ta dé dang suy ra véi mdi
m > 1 chudi lay thtta > P;,, hoi tu déu trén cac tap compact ctia A™(0,7)

J=0

t6i mot ham chinh hinh g,,. Theo bat dang thitc Cauchy, v6i mdi r € (0, rg)

va m > 1 ton tai hang s6 M(r,m) > 0 sao cho

M (r,m)

rlal ’v(ah T 7an) € Z+n7

| @m0 | <

6 d6 am.a,.a, 12 cac he s6 clia chudi liy thita hinh thic f,,. B6i vay fi, = gm

xac dinh mot ham chinh hinh trén A"(0,71) v6i méi m > 1. Hon nita, béi
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(*) va (**), ta c6 the kiem tra dugc {f,, }m>1 ciing 1a bi chin déu trén cac
tap compact ctia A"(0, 7).

(b) B6i vi {fuli, }m>1 bi chan déu trén cac tap compact ctia A(0,ry) véi
mdi a € A, theo (a) ta c6 thé tim duge r1 > 0 (chi phu thude vao rg, A) sao
cho { f, }m>1 bi chan déu trén céc tap compact ctia A™(0,71). B6i gia thiét,
{fm}m=1 hoi tu diém tren A := {tz :t € C,z € A} § d6 la tap duy nhat
cho cac ham nguyeén trong C" duge noéi dén trong Menh deé 3.1.1 (c), ap
dung dinh ly Vitali, ta suy ra {f,, }m>1 12 hoi tu déu trén céc tap compact

ciia A"(0,71). Dinh 1§ dugce ching minh ]

Nhan xét. Bdi vi cac s6 Ny va By, chi phu thude vao A, va cach chon ciia
r1 (3.3) ta nhan thay néu "ry = o0” nghia 1a {f,,|;, }m>1 xac dinh mot day
cac ham nguyeén trén C khi d6 ta c6 thé chon "r; = co” nghia 1a { i }ms1

xac dinh mot day cia cac ham nguyén trén C”.

Tiép theo két qua quan trong clia nhan xét trén (tit Dinh 1y 3.2.2) c6 thé
so sanh v6i mot két qua ctia Forelli trong [10] ¢ d6 khang dinh réng ham
f trén hinh cau don vi B,, C C" 1a ham chinh hinh néu f 1a C*® trén B,, va
han ché clia n6 trén moi dudng thang phiic di qua diém goc 1a mot ham

chinh hinh trén dia A(0,1).
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Hé qua 3.2.3. Cho f : B, — C la ham khd vi vo han va A C 0B,, la mot
tap md. Gid s han ché cia f trén l, la mot ham nguyén trén C vdi moi
a € A. Khi dé ton tai ham nguyén F trén C" sao cho F = f trén B, N1,
vdi moi a € A.
Heé qua trén dugce suy ra triyc tiép tir két qua sau day

Hé qua 3.2.4. Cho {fmn}m>1 la day cdc ham khd vi vo han zdc dinh trén
hinh cau don vi B, C C" va A C 0B,, la mot tap md. Gid st véi méia € A,
han ché cia {fmntms1 trén l, dugc thdc trién tdi day ham nguyén trén C
va hoi tu déu trén cdac tap compact cia C. Khi dé ton tai day ham nguyén
{Fn}m>1 trén C" hoi tu déu trén cdc tdp compact trong C" sao cho vdi

m > 1, F, = f, tréen B, N1, vdi moi a € A.

Chitng minh. V6i mdi m > 1, ta ki hieu F), 1a chudi khai trien Taylor ctia
fm. Khi do ta co

Fm(Z) == Z Pj,m(za 2)9

J=0

& d6 Pj,, 1a da thidc thuan nhat bac j trong 21, -« , 2, 21, - -+ , 2. Dé ¥ réng
han ché ctia F}, trén moi duong thang phic t — ta,a € A, 1a biéu thitc c6

dang

Fu(ta) = Y Py(ta,fa) =Y ( 3 ta%ﬁpa,ﬁ,m(a,a)).

j=20 J20  atp=j
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O day P, gm(z,%Z) la da thic thuin nhat bac o theo z va bac § theo z.
B6i vi t — f,,(ta) 1a chinh hinh trén ¢, ta suy ra P, g, = 0 tréen A néu
$ > 1. Bdi tinh thuan nhat cta P, g, va tinh md ctia tap A (lien quan t6i
OB,), ta suy ra P, ., = 0 trén tap md {ta : t € C,a € A}. Diéu d6 suy
ra Pngm =0 néu > 1. B6i vay P;,, khong chita liy thita clia Z v6i moi
j >0 va do d6 F,, 1a chudi lay thita hinh thiic ciia z trong C". Theo Dinh
ly 3.2.2 (b) va cha ¥ rang A khong la da cyc xa anh, ta suy ra F, xac dinh
ham nguyén trén C". Dac biét F,, = f,, trén B, N Ca,Va € A. Hon nita,
theo Dinh 1y 3.2.2(b), {F},}n>1 xac dinh mot day cadc ham nguyén ma né

hoi tu déu trén cac tap compact trong C". Ta c6 diéu phai ching minh. [

Cau hdéi mdé. Mot van dé chua gidi quyét duge bang cach lam cla ching
toi, do 1a trong Dinh 1y 3.2.2, sy hoi tu déu ctia ho { fi,|i, bm>1 trén cac tap
compact ctia A(0,79) ¢6 thé duge thay béi tinh chudn tdc ctia ho nay trén

A(0,79) hay khong?



Chuong 4

Hoi tu cia day cac ham htiu ty trén
Cn

Trong chuong nay ching ta sé trinh bay cac diéu kién di dé mot day
cadc ham hitu ty 1a hoi tu theo dung luong trén mot mién néu nhu diy ham
nay hoi tu diém da nhanh trén mot tap khong qua nhé.

K&ét qua ctia chuong nay duge cong bo trong bai béo [3] trong Danh muc

cac cong trinh st dung trong luan an.
4.1 Mot sd két qua bo tro

Gid st A := {Xm }m>1 1& day cac ham véi bién thue xac dinh trén [0, o),
ta xay dung mot sob kiéu hoi tu theo trong A. V6i truosng hop dac biét

m(t) = t1/2™. Truée hét ta cé dinh nghia sau.

63
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Dinh nghia 4.1.1. Cho {f,}m>1, f la Borel, cic ham do dugc vdi gid tri
phic zdc dinh trén mién D C C" va X la mot tap con Borel cia D. Ta néi
day { fn}m>1:

(i) la. A—hoi tu diem tdi f trén X néu
lim o (|fim(z) — f(2)]") = 0 Yz € X;
(i1) la A—hoi tu theo dung luiong téi f tréen X néu vdi méi e > 0 ta c6

lim cap(Xy, ., D) =0,

m—s00
d day Xpe = {z € X : Xm(|fu(z) = f(2)]) > e}

(1) la A—hoi tu theo dung liong tdi f trén D néu tinh chat (ii) ding cho
mot tdp con Borel X ciua D;

() la A—hoi tu déu tdi f trén X néu

lim sup Xm(’fm(x) - f(l‘)’2) = 0.

M=o peX
Nhan xét. (a) Bdi vi tinh chat (1.1) ctia day chap nhan dugc ta c6 A-hoi
tu diém (tuong ting. A—hoi tu theo dung lugng) suy ra (chuan) hoi tu diém
(tuong tng hoi tu theo dung lugng).
(b) Khai niém hoi tu nhanh theo dung lugng duge dua ra bdi Bloom
trong [5] 1 A—hoi tu theo dung lugng theo nghia ctia ching t6i cho

A = {2 }s1.
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Ta c6 mot s6 két qua vé cac day chap nhan dudc.

Bo dé 4.1.2. Cho {XmYm>1 v0 {Xm}m>1 la cdc day théa man (1.1), (1.2)
va (1.8). Khi dé cic ta c6 cac khing dinh sau:

(a) Xm(0) — 0 khi m — oo.

(b) Cac ham t — t;‘;”(%) va t tg‘%((:; la tang tréen (0,00) vdi moi m.

(¢) Xm, Xm la tang ngat trén (0, 00).

(d) sup,,>1(Xm(a™) + Xm(a™)) < 00 vdi moi a > 0.

Chaing minh. (a) Ta chi can ap dung (1.1) véi day a,, = 0 v6i moi m.

(b) Dat

/

_ ()
m(t> T Xm(t)

Béng cach tinh toan tryc tiép va tinh chat (1.2) ta c6

.t > 0.

X (8) Oon (1) 1 (1)) = O (1)

‘P;n(t) = Yo (1) =

Béi vay ¢, tang trén (0, 00). B6i 1i do tuong tu ta cing ¢6 t — % tang
trén (0, 00).

(¢) Ta ching minh rang x/,(t) > 0 trén (0,00). Gia st ngugc lai, khi
oo (to) < 0 v6i tg > 0. Suy ra p,,(tg) < 0. Bdi vi tinh chat (b) nén ¢, <0
tren (0,). Bdi vay x/, < 0 on (0,ty). Diéu nay suy ra x,,(0) > xm(to) >0

v6i moi m. Mat khac, theo (a), limy, o Xm(0) = 0, vi vay lim,, o0 Xm(to) =
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0. B6i tg > 0, ta duge dieu mau thuan véi (1.1). Vay y,, tdng ngit trén
(0,00), va cling suy ra Y, bdi lap luan tuong tu.
(d) Khong mat tinh tong quat ta gid sit a > 1, bdi vi Xy, Xon 12 hai ddy tang
ngit tren (0, 00). Vi vay két luan duge suy ra bang cach lay y =1, vaz =y

trong (1.3) vdi chu ¥ rang bdi (1.1) ta ¢6 irif1 Xm(1) >0, Hg1 Xm(1)>0. O

4.2 Hoi tu c6 trong cuia cac ham hiau ti

Két qua chinh clia chuong nay la dinh 1y sau

Dinh ly 4.2.1. Cho {r,,}m>1 la day cac ham hiu ti xdac dinh trén C", f la
mot ham chinh hinh zdc dinh trén mién D C C" va A := {Xm}m>1 la ddy
chap nhan duge. Gid st rang {1y, }m>1 la A—hoi tu diém tdi f trén mot tap
con Borel khong da cuc X cia D. Khi dé ta co cdc khing dinh sau:

(a) {rm}m>1 la A—hoi tu theo dung luong toi f trén D.

(b) Ton tai mot tap con da cuc E ciia C" vdi tinh chat: Véi moéi zg € D\ E
va vdi moi khong gian con affine phiic L cia C* di qua z, ton tai mot

day {rm, }j=1 (chi phu thuoc vao z) sao cho ry, la A—hoi tu theo dung

b,
lugng (doi vdi D,,) t6i f|p.,, ¢ dé D,, la thanh phan lién thong cia DN L

chita zy.
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(c) Gid st rang vdi moi a > 0 ta cé 11lf1 Xm(a™) > 0. Khi dé day {rm}m>1
m>

la A—hoi tu déu tdi f trén moi tap con compact K cta D sao cho r, khong

c6 cuc trén mot lan can md U co dinh cia K vdi moi m.

Dé chitng minh dinh 1y trén, truée hét ta can bo dé sau ma hai tinh chat

dau tien ctia day chap nhan dugc giit vai tro noi bat.

Bo6 dé 4.2.2. Cho x : [0,00) — [0,00) la ham gid tri thuc, lien tuc théa
man cdc tinh chat:
(a) x € C*(0,00) va x(t) > 0 vdi moi t > 0;
(b) x(H)(X'(t) + X" (t)) > tx'(t) trén (0,00).
Khi dé vdi bat ki ham chinh hinh f zdc dinh trén miéen D C C", ham

u :=log x(|f|?) la da dieu hoa dudi trén D.

Chitng minh. R6 rang e 1a ham gia tri thuc 16p C?—tron trén D. Vay ta
chi can kiém tra tinh diéu hoa duéi ctia v trén D N1 vé6i [ 1a mot dusng
thang phiic tlily ¥. Vay ta c6 thé gid sit n = 1. Hon nita, ta chi can xét
truong hop f # 0. Bay gio ta kiém tra tinh diéu hoa duéi ctia u trén
tap mé D' = {z € D : f(z) # 0}. Dé lam dudc diéu nay ta chi y ring

©(t) := log x(t) thuoc 16p C*— tron trén (0, 00). Bang cach tinh toan tric
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tiép ta c6 dong nhat thic sau trén D’

0%u B
0202

PSP + 1P (LF12)-
Hon nita bang quy tac dao ham ctia ham hop, ta cé

X'(1/)

XUSPX" AP = X (1)
X(f?) |

(111 = NGEE

P'(If17) =

Béng cach két hop céc diéu nay véi nhau va dp dung (b) ta nhan dugc

68225% > 0 tren D’. Tu d6 v 1a ham diéu hoa duéi tréen D’. Ta cht ¥ rang

{2 : f(2) = 0} 1a rdi rac trén D, bdi vay theo Dinh 1y 2.9.22 trong [13], u
thac trién t6i mot ham diéu hoa dudi @ trén D. Cudi cuing, do e* 1a lién tuc

tréen D nén thuc chat w = @ trén D. Vi vay u 1a diéu hoa duéi tren D. 0O

Chitng minh. (ctia Dinh 1y 4.2.1) Vi {r,, };u>1 14 A—hoi tu diém téi f tren
X, bdi nhan xét sau Dinh nghia 4.1.1, ta ¢6 lim,, o 7 (2) = f(2) v6i moi
z € X. Hon nita, bang cach thu hep lai tap X lai ta c¢6 thé coi r,,(z) € C

v6imoiz€ X vam > 1. V6i N > 1 ta dat

Xy :={z€ X :sup|r,(z)| < N}.

m>1
Khi d6 ta c6 X = Uy>1Xy. B6i vi X 1a khong da cyc, suy ra ton tai Ny > 1
sao cho X' := Xy, 1a khong da cyc. Khi d6 ta c6 the viét r,, = pp/qm, 6 d6

Pm, @m 12 cac da thitc bac khong qua m. Do X’ 1a bi chin ta c6 the gia st
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¢m sao0 cho ||gn||x» = 1. Bing cach 4p dung bat dang thiic Bernstein-Walsh
(2.1), ta tim duge v6i méi tap con compact K ctia D, mot hang s6 C > 0
sao cho

max{[|pm|x, gmllx} < ™ ¥m > 1. (4.1)

Diéu nay suy ra
g — Pllie < eZ™(1+ || fllx) < 6™ ¥m > 1. (4.2)
Tiép theo, sit dung Bo dé 4.2.2 ta c6 ham

U =108 Xou (| f = 7m|%) 4+ 108 X (| |?)

la da diéu hoa tren D,, := {z € D : ¢,(z) # 0}. C6 dinh mot tap con
compact K ctia D. Trude hét, ta chiing minh day {u,, },>1 1a bi chan trén
tren D,, N K. That vay, ¢6 dinh z € D,, N K. Theo tinh chat (1.3), (4.1)

va (4.2) ta co

|4 (2) f(2) = P (2)]?
|G (2)[?

O day € > 0 khong phu thuoc vao z va m. Tit d6, béi Dinh 1y 2.9.22

tn(2) = Lo (v )Enllan()?) < Ck.

trong [13], u,, thac trién t6i ham da diéu hoa dudi (vAn ki hieu 1a u,,)
tren D. Hon nita, béi danh gia trén, w,, 14 bi chan déu déu trén cac tap

compact ctia D. Tuong tu, bdi (4.1) va Bd dé 4.1.2(d) ta suy ra riang
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U = 10g Xm(|gm|?) cling 12 bi chan déu trén D. Bay gio, ta gia sit ring day
{t }m>1 khong hoi tu déu t6i —oo trén cac tap con compact ctia D. Khi
d6, theo Bo dé 2.2.8, ton tai day con {um,};>1 va u € PSH(D) sao cho
tap {z € D : limsup wy,,(2) # u(z)} 1a da cuc. Béi vi {vp}m>1 1a bi chan
j—roo
trén deu dia phuong va bdi gia thiét nén ta suy ra rang w,,, — —oo hoi tu
diém trén X khi j — co. Vay u = —oo, trén mot tap con compact khong

da cyc ciia X. Diéu nay 1a vo 1y. Do d6 {u,, }m>1 tién déu t6i —oo trén cac

tap compact ctia D. Cubi cung, cha ¥ rang ||g.||x = 1, nén ta c6

—o0 < inf log X (1) < sup vy,.
m>1 X/

O day béat déng thic ¢ vé trai suy ra tit tinh chat (1.1) cla day {Xm tms1.
Béi vay {vm, }m>1 khong thé hoi tu déu t6i oo trén X'. Két hop véi Bo dé
2.2.9, ta suy ra X (|rm — f|?) hoi tu t6i 0 theo dung lugng trén D.

(b) Theo chiing minh trong (a), day {v,, }m>1 bi chan trén déu trén cac tap
compact ctia C". Hon nita, {v,, }m>1 khong hoi tu déu dén —oo trén tap
compact nao dé ctia C". Vi vay, béi Bo dé 2.2.8 (c), tap con khong da cic
E cia C" sao cho

lim sup v, > —ocoon D\ E.

m—0o0

Ta sé chi ra rang tap E c6 tinh chat nhu mong mudén. C6 dinh 29 € D\ F
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va khong gian con affine phiic L chita z. Chon day {vy,, };>1 sao cho

lim vy, (29) > —o0.
J—00

Ki higu v} va v lan lugt 1a han ché trén DNL ctia hai day vy, valog xm, (|f—
Tm,|*). Theo két qua chiing minh trong (a), ta c6 v+ v} hoi tu déu téi —oo
khi j — oo trén cac tap compact ctia D,,. Bay gio theo cach chon cua vy,
ta c6 thé ap dung Bo dé 2.2.9 dé suy ra diy €% = (|7, — f]?) hoi tu
theo dung lugng téi O trong D, .

(c) Ta c6 thé gia sit rang U 1a hinh cau trong C", sao cho {r,,} 1a khong
A—hoi tu déu téi f tren K. Khi d6 ta c6 the tim duge mot day con {7, }j1
sao cho

inf $up Yon, (|12, (2) = F(2)[2) > 0. (4.3)

72l ek

Béi két qua ching minh trong (a), {ry,};>1 1& A-hoi tu theo dung luong
t6i f tréen D. Béi vay, theo Bo dé 2.1.2 va bang cach chuyén qua mot day
con, ta c6 thé gia sit ring Tm, la A-hoi tu diém t6i f ngoai tap con da cuc
ctia D. St dung lap luan tuong tut cho ménh dé dau ciia (a), ta c6 thé tim

duge tap con compact khong da cye F' ctia U sao cho

sup ||rp, || F < oo.
j>1

Bay gits ta vidt 1y, 1= 22, & d6 ||gm,||F = 1 v6i moi j > 1. Béi Iy do tuong
J
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tu nhu trong (a) ta c¢6
log ij(lrrmj - f|2) + log )ij(]qmj|2) — — O déu tréen K (44)

Chu § rang tit ry,, khong c6 cyc trén hinh cau U, cac ham h; := n% log |qm, |
Ia da diéu hoa trén U. Ap dung bat ding thiic Bernstein-Walsh (??) nhu
trong chiing minh ctia (a), ta suy ra day {h;} cting la bi chin déu trén tren
cac tap con compact cia D. Mat khac, tit supp h; = 0 v6i moi 7, suy ra moi
diém tu ctia day {h;} dugc lay trong topo ctia su hoi tu déu dia phuong 1a
khong dong nhat —oo. Vay méi gi6i han clia day nay phai 1a da diéu hoa
tren U. B6i vay {h;} 1a bi chan trén deu trén céc tap con compact ctia U.

Vay ta c6 hang s6 a > 0 (phu thuoc vao K) sao cho
a™ < g, (2)], Vz € K.

Bdi vay, st dung Bo dé 4.1.2 (c) va gia thiét clia day {Xm }m>1 ta o

e - 2 o S ampy o
;g Zlél}f{ 1og Xm, (|gm, (2)]) > ;gil’ log Xm, (a™™7) > —o0. (4.5)
Két hop (4.3), (4.4) va (4.5) ta c¢6 diéu phai ching minh. ]

Chitng minh ctia Dinh 1y 4.2.1 (c) cho ching ta mot két qua tuong tu nhu

Dinh 1y 4.2.1 nhung d6i véi day cac da thic.
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Meénh dé 4.2.3. Cho {p,,}m>1 la day cdc da thic trén C*(1 < degp,, < m)
va f la ham chinh hinh dudc zdc dinh trén mién bi chan D C C*. Gid st
A = {xm}m>1 la mot day ham lién tuc gid tri thuc xdc dinh trén [0, 00)

théa man (1.1), (1.2) va diéu kién bo sung sau day:

sup xm(a™) < oo, Va > 0.
m>1

Gid st {pmtm=1 la A—hoi tu diem f trén tap con Borel khong da cuc X
cia D. Khi d6 {pm}m>1 la A—hoi tu déu tdi f trén cdc tdp compact cia

D.

Chatng minh. Chiitng minh ctia két qud nay 1a tuong déi giong véi Dinh
Iy 4.2.1. Ta c6 thé trinh bay ngin gon nhu sau: Trudc hét ta dit tap
U = Xm(|pm — f|?). Theo Bo dé 4.2.2, u,, 1a da diéu hoa dudi véi moi
m > 1. Hon nita, st dung diéu kién md rong trén y,, ta suy ra day {w, bm>1
l& bi chin trén, trén cac tap con compact cia D. Do {u,}m>1 1& hoi tu
diém t6i —oo trén tap khong da cyc X nén theo B dé 2.2.8 (d), {um bm>1

phai hoi tu déu téi —oo trén cac tap compact ctia D. ]

Ta cling c¢6 két qué tuong tu vé day cac da thiic trong R™.

Hé qua 4.2.4. Cho f la ham gidi tich thuc zdc dinh trén mién D C

R 2y v {Pmtm=1 la day cdc da thic (1 < degpp, < m). Gid sit A :=

(xl,... R
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{Xmm>1 la day cdc ham tron khong am thuoc 16p C* nhu trong Meénh dé
4.2.8. Gid 81 {pm }m>1 la A—hoi tu diém tdi f trén tap con c¢6 do do duong
X ciia D. Khi d6, {pm}m>1 la A—hoi tu déu tdi f trén cdc tap compact ciia

D.

Chiing minh. Ta lay mién mé D’ C C»

(Zla"' yZn

)% = T+ iy;, sao cho D C
D'NR" va f 1a chinh hinh trén D’. Do X ¢6 do do Lebesgue duong trong
R"™, nén ta suy ra X 1a khong da cuc tréen C". Két luan ctia ching ta bay

gio 14 hé qua ciia Ménh dé 4.2.3. ]

Két qua tiép theo tong quat cho dinh 1y ctia Bloom dugde nhac dén trong
phan gidi thieu.
Hé qua 4.2.5. (Dinh 1y 2.1 trong [5]) Cho f la ham chinh hinh trén mién
D C C" va {rp}tm>1 la day cac ham hiw ti hot tu nhanh theo dung lugng
tdi f trén tap con compact khong da cuc K cia D. Khi do, {ry,}m>1 hoi tu

nhanh theo dung luong tdi f trén D.

Chitng minh. Xét day c6 trong chap nhan dugc A = {xm}tm>1 6 day
Xm(t) = tzn. Gid sit nguoc lai khing dinh trén 1 sai, khi dé ton tai mot
tap con compact khong da cuc K ctia D, day {m;} va cac hing s6 duong
g,0 > 0 sao cho

cap (K;,D) >4, Vj > 1,
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6d6 Kj :={z € K : xpn,(|rm;(2) — f(2)]*) > €}. Theo Bo6 dé 2.1.2 va gia
thiét, bang cach st dung day con ta c6 the gid st {ry,, };>1 1a A-hoi tu diém
téi f trén tap con khong da cuc K’ ctia K. Theo Dinh Iy 4.2.1 ta c6 dieu

can chiing minh. O

Bang cach st dung Dinh 1y 4.2.1, ta c¢6 ngay két qua sau veé tinh don tri
ctia ham chinh hinh lién tuc nhu da c6 trong [9] (trang 306,307) va [5] (He

qua 2.1).

Hé qua 4.2.6. Cho {r;,}m>1 la mot day cac ham hau ti tréen C", f chinh
hinh trén hinh cau md B va A := {Xm}m>1 la mot day chdap nhan dugc.
Gia st {rm}tm>1 la A—hoi tu diém tdi f trén tap con Borel khong da cuc
X cia B. Khi dé mién ton tai tu nhién cia f, dugc ki hiéu bdi Wy, la mot

tap con ciua C" va {rp}m>1 la A—hoi tu theo dung luong tdi f tren Wy.

Dé két thic chuong nay ta sé dua ra mot sé vi du ciia day chap nhan

ducc théa man cac gid thiét ctia Dinh 1y 4.2.1.

Ménh dé 4.2.7. Cho {hy,}m>1 la day cdc ham tron gid tri thuc l6p Ct xdc
dinh trén (0,00) théa man cac diéu kién sau:
(a) hy, la day tang;

(b) 0 < hpn(t) < 5= Vm > 1,Vt > 0.
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Khi do, day {xm}m>1 xdc dinh bdi

hm (z) dx

Xm(t) == et 5 .t >0,

la chap nhan dugc va théa man diéu kién dugc cho trong Dinh lij 4.2.1 (c).

Nhan xét. Bing cach chon h,,, = % ta c6 day chadp nhan dugc x,,(t) = tom
(VO Xon = Xm)-
Chitmg minh. C6 dinh m > 1. Khi d6 xpn € C3(0,00) va hy(t) = 2ul.

Theo tinh toan cho trong Bo dé 4.1.2 (b) va gid thiét (a) ta thay y,, thoéa

méan (1.2). Hon nita ta suy ra tit (b) danh gia sau:

'h,, log ¢
Og/ h (x)dxgﬁtrén 1, 00).
1

T 2m

nhu vay

1

P, logt

0< / (x)dgc < 280 fren (0,1).
' x 2m

Diéu nay dan dén

1 < xm(t) < 2 tren [1,00),

va

t7m < xm(t) < 1 tréen (0,1).

Hon ntta ta ¢o

1 hm(x) dx

lim X (t) = e” Jo = Xm(0).

t—0
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Vi vay day {X.m}m>1 thoa man cac diéu kien (1.1), (1.2). Tiép theo, ta dit

Bdi danh gid trén ta c6 thé suy ra (1.3). Cudi cting, day {Xm }m>1 thoa man

diéu kién duge cho trong Dinh 1y 4.2.1 (c). O]



Két luan va kién nghi

I. Két luan

Luan an nghién cttu hoéi tu ctia cac ham hitu ty va ting dung va da dat dugc
nhitng két chinh sau day:

1. Chiing minh mot dang cho dinh 1y hoi tu Vitali cho day cdc ham hitu ty
v6i mot diéu kién vé cuc diém ctia day ham httu ty nay (Dinh 1y 2.2.4).

2. Chiing minh mot dang mdé rong dinh 1y ctia Bloom (Dinh 1y 2.2.6) khi
sy hoi tu ctia day ham httu ty duge xét trén bién clia mot mién bi chan cho
trude.

3. Dua ra vi du trong hoan canh ma Dinh 1y 2.2.6 c¢6 thé ap dung dudc.
4. Dinh 1y 3.2.2 da dua ra mot diéu kieén trén tap A trong C" sao cho véi
bat ky day vé chudi liy thita hinh thic {f,, }ms1 VO {fili, }ms1(a € A) 1a
mot day hoi tu ctia cac ham chinh hinh duge dinh nghia trén mot dia co
ban kinh ry v6i tam tai 0 € C sé bieu dién mot day hoi tu ciia cac ham
chinh hinh trén mot hinh cau (c6 the nhé hon) c6 ban kinh ry.

5. Dinh 1y 4.2.1 1a tong quat héa Dinh 1y 2.1 trong [5] & d6 sy hoi tu nhanh
dugc thay thé béi su hoi tu diem déi véi mot day trong chap nhan dudgec.
I1. Kién nghi

T nhiing két qua thu duge ctia luan an trong qua trinh nghién ciiu,
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ching toi dé xuat mot s6 van dé nghién ctu tiép theo nhu sau:
1. Trong Dinh ly 3.2.2 ching t6i khong biét sy hoi tu déu ctia ho { fi i, bm>1
trén cac tap compact ctia A(0,7g) c6 thé duge thay béi tinh chuan tic cla
ho nay trén A(0, ) hay khong?
2. Gia thiét vé phan bd cyc diém (i) trong Dinh 1y 2.2.4 1 kha chat. Ching
t6i mudn tim vi du dé thay diéu kien nay la can thiét hodc chitng minh
Dinh 1y 2.2.4 ma khong c6 diéu kién nay.
3. Khai niém hoi tu theo mot day trong chap nhan dude co thé ap dung
cho cac ham khong nhat thiét 1a chinh hinh ho#c 14 ham hitu ty. Liéu ta c6
thé c6 cac dinh 1y tuong tu nhu Dinh 1§ 4.2.1 cho day nhiing ham da diéu
hoa hay tham chi ham kha vi hay khong?

Cau tra 10i con doi héi chiung toi tiép tuc nghién citu. Cudi cling, chiing
toi cling xin tran trong tiép thu va thao luan nhitng huéng nghién cttu méi

lien quan t6i dé tai luan an.



Danh muc cac céng trinh s dung

trong luan an

[1] N.Q. Dieu, P.V. Manh, P.H. Bang and L.T. Hung (2016), "Vitali’s
theorem without uniform boundedness", Publ. Mat. 60, 311-334.

2] T.V. Long, L.T. Hung (2017), " Sequences of formal power series",
J. Math. Anal. Appl. 452, 218-225.

[3] D.H. Hung, L.T. Hung (2017), "Convergence of sequences of rational
functions on C"", Vietnam J. Math. 45, 669-679.

Cac két qua cua luan an da dudc bao céo tai:

e Seminar cia Bo mon Toan giai tich, Khoa Toan - Tin, Truong Dai hoc

Su pham Ha Noi, 2017;

e Hoi thao nghién cttu khoa hoc va dao tao Nghién cttu sinh, Khoa Toan

- Tin, Truong Dai hoc Su pham Ha Noi, 2017,

e Dai hoi Toan hoc toan qudc lan thit 9 tai Nha Trang, 2018.

80



Tai liéu tham khao

Tiéng Viét:

[1] Nguyén Quang Di¢u, Le Mau Hai (2009), Co sd lyj thuyét da thé vi, Nxb
DHSP, Ha Noi.

Tiéng Anh:

2] H. Alexander (1974), "Volume of varieties in projective and Grassma-
nian spaces", Trans. Amer. Math. Soc. 189, 237-249.

[3] S. Benelkourchi, B. Jenanne and A. Zeriahi (2005), "Polya’s inequali-
ties, global uniform integrability and the size of plurisubharmonic lem-
niscates", Ark. Mat., 43, 85-112.

[4] Z. Blocki, Lecture mnotes in pluripotential theory, preprint,
http://gamma.im.uj.edu.pl/ blocki /publ/In/wykl.pdf.

[5] T. Bloom (2001), "On the convergence in capacity of rational approxi-
mants", Constr. Approx. 17, 91-102.

[6] E. Chirka (1976), "Meromorphic continuation and the degree of rational
approximations in C"", Math. USSR Sbornik 28, 553-561.

[7] P. Colwell (1966), "On the boundary behavior of Blaschke products in
the unit disk", Proc. Amer. Math. Soc. 17, 582-587.

[8] K. Davidson (1983), "Pointwise limits of analytic functions", Amer.
Math. Monthly 90, 391-394.

9] A. Gonchar (1974), "A local condition for the single valuedness of ana-
lytic functions of several - variables", Math. USSR Sbornik 22, 305-322.

[10] F. Forelli (1977), "Pluriharmonicity in terms of harmonic slices", Math.
Scand. 41, 358-364.

81



82

[11] F. Hartogs (1906), "Zur Theorie der analytischen Funktionen mehreren
unabhangiger Veranderlichen", Math. Ann. 62, 1-88.

[12] L. Hémander (1993), Notations of Convezity, Birkhaduser Press.

[13] M. Klimek (1991), Pluripotential Theory, Oxford Science Publications,
Oxford New York Tokyo.

[14] N. Levenberg and R. Molzon (1988), "Convergent sets of a formal
power series", Math. Z. 197, 411-420.

[15] N. Levenberg (2006), "Approximation in C™", S. in Approzimation
Theory 2, 92-140.

[16] D. Ma and T. Neelon, On convergence sets of formal
power series, Complex Analysis and its Synergies (2015) 1:4,
https://doi.org/10.1186/s40627-015-0004-4.

[17] R. Narasimhan (1971), Several Complex Variables, University of
Chicago Press, Chicago.

[18] A. Sadullaev (1981), "Plurisubharmonic measures and capacities on
complex manifolds", Uspekhi Mat. Nauk. 36, 53-105.

[19] A. Sadullaev (1986), "A criterion for rapid rational approximation",
Math. USSR. Sbornik 53, 271-281.

[20] A. Sathaye (1976), " Convergence sets of divergent power series", J.
Reine. Angew. Math. 283, 86-98.

[21] J. Siciak (1981), "Extremal plurisubharmonic functions in C"", Ann.
Pol. Math. 39, 175-211.

[22] Vitali (1904), "Sopra le serie di funzioni analitiche", Ann. Mat. Pura
Appl. 10, 65-82.



