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Mở đầu

1. Lý do chọn đề tài

Các dạng hội tụ của hàm hữu tỷ trong Cn là một phần quan trọng của

giải tích phức hiện đại, đây là một lĩnh vực hay vì nó có nhiều ứng dụng

trong thực tế và làm tiền đề cho việc nghiên cứu các vấn đề khác. Một trong

những bài toán cổ điển đồng hành cùng quá trình phát triển của Giải tích

toán học đó là bài toán liên quan đến tính hội tụ của các dãy hàm. Các vấn

đề liên quan đến tính hội tụ của dãy hàm đặt ra thường là để trả lời các câu

hỏi: Các dãy hàm đã cho có hội tụ hoặc hội tụ đều hay không? và hội tụ

hay hội tụ đều đến hàm nào? hàm đó đã biết hay chưa biết? giả thiết như

thế nào thì dãy hàm hội tụ nhanh, nhanh đều? Hội tụ điểm thì hội tụ đều?

v.v... Trong lý thuyết Giải tích phức, tính hội tụ, hội tụ đều của các dãy

hàm có liên quan chặt chẽ tới cực của nó. Những năm gần đây bằng cách

sử dụng một số công cụ của lý thuyết đa thế vị các nhà toán học ở Việt

Nam và trên thế giới đã chứng minh được rất nhiều kết quả quan trọng có

tính ứng dụng cao như Gonchar, T.Bloom, Z. Blocki, Molzon, Alexander...ở

Việt Nam có NQ. Dieu, LM. Hai, NX. Hong, PH.Hiep...

Tiếp tục hướng nghiên cứu đó, trong luận án này này chúng tôi nghiên

cứu Định lý hội tụ Vitali đối với các hàm chỉnh hình không bị chặn đều,

sự hội tụ của chuỗi lũy thừa hình thức và sự hội tụ của dãy các hàm hữu

tỷ trong Cn. Các kết quả liên quan đến đề tài này có thể tìm thấy trong

công trình [1,24].

2. Mục đích nghiên cứu của Luận án

Từ những kết quả quan trọng đã có về sự hội tụ của các dãy hàm hữu

tỷ trong Cn được nghiên cứu gần đây, chúng tôi đã đặt ra một số mục đích
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nghiên cứu cho Luận án như sau:

- Định lý hội tụ kiểu Vitali đối với các dãy hàm chỉnh hình không bị

chặn đều.

- Đưa ra một dãy hàm hữu tỷ hội tụ nhanh ở đó sự hội tụ chỉ cần xét

trên biên.

- Sự hội tụ của chuỗi lũy thừa hình thức trong Cn.

- Sự hội tụ của dãy các hàm hữu tỷ trong Cn.

3. Đối tượng nghiên cứu

- Các tính chất và kết quả cơ bản về sự hội tụ của các hàm chỉnh hình,

các hàm hữu tỷ, các hàm đa điều hòa dưới.

- Các tính chất của chuỗi lũy thừa hình thức và điều kiện cho sự hội tụ

của nó.

- Các hàm hữu tỉ và điều kiện đủ cho sự hội tụ của nó.

4. Phương pháp nghiên cứu

- Sử dụng các phương pháp nghiên cứu lý thuyết trong nghiên cứu toán

học cơ bản với công cụ và kỹ thuật truyền thống của lý thuyết chuyên

ngành Giải tích hàm và Giải tích phức.

- Tổ chức seminar, trao đổi, thảo luận, công bố các kết quả nghiên cứu

theo tiến trình thực hiện đề tài Luận án, nhằm thu nhận các xác nhận về

tính chính xác khoa học của các kết quả nghiên cứu trong cộng đồng các

nhà khoa học chuyên ngành trong và ngoài nước.

5. Những đóng góp của Luận án

Luận án đã đạt được các mục đích nghiên cứu đề ra. Kết quả của Luận

án góp phần nhỏ vào hệ thống các kết quả, phương pháp, công cụ và kỹ

thuật nghiên cứu liên quan đến sự hội tụ, hội tụ đều, hội tụ nhanh, hội tụ

theo dung lượng của các hàm chỉnh hình, hàm đa điều hòa dưới, các hàm
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hữu tỷ và sự hội tụ của chuỗi lũy thừa hinh thức.

- Đưa ra được một số công cụ, kỹ thuật và phương pháp nghiên cứu để

đạt được mục đích nghiên cứu đã đề ra.

- Đưa ra một số hướng nghiên cứu tiếp theo của đề tài Luận án.

6. Ý nghĩa khoa học và thực tiễn của Luận án

Kết quả khoa học của Luận án góp một phần nhỏ vào việc hoàn thiện lý

thuyết liên quan đến sự hội tụ của hàm chỉnh hình, hàm đa điều hòa dưới,

hàm hữu tỷ trong Lý thuyết Giải tích phức. Về mặt phương pháp, Luận

án góp phần nào đó, làm đa dạng hóa hệ thống các công cụ và kỹ thuật

nghiên cứu chuyên ngành, áp dụng cụ thể trong đề tài của Luận án và các

chủ đề tương tự.

7. Cấu trúc của luận án

Cấu trúc của Luận án bao gồm các phần: Mở đầu, Tổng quan, các chương

trình bày các kết quả nghiên cứu, Kết luận, Danh mục công trình trong

luận án, Tài liệu tham khảo. Nội dung chính của Luận án gồm bốn chương:

Chương 1. Tổng quan Luận án.

Chương 2. Định lý hội tụ kiểu Vitali đối với các dãy hàm chỉnh

hình không bị chặn đều.

Chương 3. Hội tụ của chuỗi lũy thừa hình thức trong Cn

Chương 4. Hội tụ của chuỗi lũy thừa hình thức trong Cn



Chương 1

Tổng quan Luận án

Luận án nghiên cứu ba vấn đề xoay quanh sự hội tụ của dãy các hàm

hữu tỷ và các chuỗi lũy thừa hình thức, ta sẽ lần lượt trình bày tóm tắt

các vấn đề này cho bạn đọc dễ theo dõi:

1.1 Định lý hội tụ kiểu Vitali đối với các dãy hàm

chỉnh hình không bị chặn đều

Cho D là một miền trong Cn và {fm}m≥1 là một dãy các hàm chỉnh

hình xác định trên D. Một định lý cổ điển của Vitali khẳng định rằng nếu

{fm}m≥1 là bị chặn đều địa phương và nếu nó hội tụ điểm trên một tập con

X của D không chứa trong bất kỳ siêu phẳng phức của D thì {fm}m≥1 hội
tụ đều trên các tập compact của D. Ta chú ý rằng giả thiết về tính bị chặn

đều của {fm}m≥1 là cần thiết. Thật vậy, sử dụng định lý xấp xỉ Runge, ta

có thể xây dựng một dãy các đa thức trên C hội tụ điểm tới 0 trên toàn

miền C, ngoại trừ điểm tại gốc có giới hạn là 1.

Vấn đề chúng tôi quan tâm là việc tìm ra các kết quả tương tự như định

lý Vitali được nhắc đến ở trên cho trường hợp không cần đến tính bị chặn

4
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đều địa phương của {fm}m≥1. Gonchar đã chứng minh một kết quả đáng

chú ý sau.

Định lý 1.1.1. Cho {rm}m≥1 là một dãy các hàm hữu tỷ trong Cn (degrm ≤
m) hội tụ nhanh theo độ đo trên một tập mở X tới một hàm chỉnh hình f

được xác định trên một miền bị chặn D (X ⊂ D) nghĩa là, với mỗi ε > 0

lim
m→∞

λ2n(z ∈ X : |rm(z)− f(z)|1/m > ε) = 0,

ở đó λ2n là độ đo Lebesgue trong Cn ∼= R2n. Khi đó {rm}m≥1 cũng hội tụ

nhanh theo độ đo tới f trên toàn miền D.

Sau đó, bằng cách sử dụng các kỹ thuật của lý thuyết đa thế vị, Bloom

đã có thể chứng minh một kết quả tương tự đối với sự hội tụ nhanh theo

dung lượng mà tập X chỉ đòi hỏi là compact và không-đa cực. Chính xác

hơn, ta có định lý sau đây của Bloom.

Định lý 1.1.2. Cho f là một hàm chỉnh hình được xác định trên một miền

bị chặn D ⊂ Cn. Cho {rm}m≥ là một dãy các hàm hữu tỷ (degrm ≤ m) hội

tụ nhanh theo dung lượng tới f trên một tập con Borel không đa cực X của

D, theo nghĩa: với mỗi ε > 0 ta có

lim
m→∞

cap ({z ∈ X : |rm(z)− f(z)|1/m > ε}, D) = 0.

Khi đó {rm}m≥1 hội tụ f nhanh theo dung lượng trên D nghĩa là, với mỗi

tập con Borel E của D và với mỗi ε > 0

lim
m→∞

cap ({z ∈ E : |rm(z)− f(z)|1/m > ε}, D) = 0.

Các kết quả chính trong Chương 2 của luận án là: Định lý 2.2.4, Định lý

2.2.6. Kết quả cuối cùng của chương này sẽ đưa ra ví dụ mà Định lý 2.2.6

có thể áp dụng được (Mệnh đề 2.3.2).
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1.2 Hội tụ của chuỗi lũy thừa hình thức trong Cn.

Kết quả chính của chúng tôi là Định lý 3.2.2, đưa ra một điều kiện trên

tập A trong Cn sao cho với bất kỳ dãy chuỗi lũy thừa hình thức {fm}m≥1
mà {fm|la}m≥1(a ∈ A) là một dãy hội tụ trên một đĩa có bán kính r0 với

tâm tại 0 ∈ C sẽ biểu diễn một dãy các hàm chỉnh hình hội tụ trên một

hình cầu trong Cn có bán kính r1. Hơn nữa, phương pháp chứng minh của

chúng tôi cũng cho một đánh giá của r1 theo r0 và A. Điều này có thể được

xem xét như kết quả tổng quát của các định lý của Molzon-Levenberg và

Alexander đã nhắc đến ở trên. Có thể nói rằng công việc của chúng tôi

được đặt nền móng từ một kết quả cổ điển của Hartogs mà nó chỉ ra rằng

một chuỗi lũy thừa hình thức trong Cn là hội tụ nếu nó hội tụ trên tất cả

các đường thẳng qua điểm gốc, cụ thể là Định lý 3.2.2 và Hệ quả 3.2.4.

1.3 Hội tụ của dãy các hàm hữu tỷ trên Cn

Nội dung chính của chương này là từ những kết quả đã biết của Gonchar

và Bloom, chúng tôi sẽ đưa ra những kết quả tổng quát hơn, mà ở đó sự

hội tụ nhanh được thay thế bởi sự hội tụ có trọng. Chính xác hơn, với một

tập A của các hàm xác định trên [0,∞) và một dãy các hàm {fm} được

định nghĩa trên D, ta nói rằng fm hội tụ tới f trên E ⊂ D đối với A nếu

χ(|fm − f |2) hội tụ điểm tới 0 trên E với mọi χ ∈ A . Bây giờ chúng tôi

quan tâm tới việc tìm các điều kiện thích hợp trên A và E sao cho nếu fm

hội tụ tới f trên E ⊂ D đối với A thì dãy {fm} hội tụ tới f trên D.

Khái niệm sau đây mà đóng vai trò chìa khóa trong hướng tiếp cận của

chúng tôi. Ta nói rằng một dãy các hàm {χm}m≥1 nhận giá trị thực, liên

tục được định nghĩa trên [0,∞) là chấp nhận được nếu các điều kiện sau
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được thỏa mãn:

(1.1) χm > 0 trên (0,∞), và với mỗi dãy {am} ⊂ [0,∞)

inf
m≥1

χm(am) = 0⇒ inf
m≥1

am = 0.

(1.2) Với mỗi m ≥ 1, χm là C2−trơn trên (0,∞) và

χm(t)(χ′m(t) + tχ′′m(t)) ≥ t(χ′m(t))2 ∀t ∈ (0,∞).

(1.3) Tồn tại một dãy các hàm nhận giá trị thực, liên tục {χ̃m} xác định

trên [0,∞) thỏa mãn (1.1), (1.2) và tính chất sau

sup
m≥1

sup
0<x<a,0<y<a

(χm((x/y)m)χ̃(ym)) <∞ ∀a > 0.

Kết quả chính của chúng tôi là một mở rộng định lý của Bloom ở đó sự

hội tụ nhanh được thay thế bởi sự hội tụ điểm đối với một dãy trọng chấp

nhận được nào đó. Cụ thể hơn, chúng tôi đã chứng minh được định lý sau:

Định lý 4.2.1. Chúng tôi kết thúc vấn đề này bởi việc đưa ra các ví dụ về

dãy chấp nhận được thỏa mãn giả thiết của Định lý 4.2.1 (Mệnh đề 4.2.7).



Chương 2

Định lý hội tụ kiểu Vitali đối với các

dãy hàm chỉnh hình không bị chặn

đều

Ta sẽ tìm các điều kiện đủ để một dãy các hàm hữu tỷ hay chỉnh hình

xác định trên một tập mở D trong Cn mà hội tụ điểm trên một tập không

quá nhỏ là hội tụ theo dung lượng hay hội tụ đều địa phương trên D.

2.1 Một số kết quả bổ trợ

2.2 Hội tụ nhanh của các hàm chỉnh hình và các hàm

hữu tỉ

Chúng ta bắt đầu với kết quả sau đây chú ý rằng dãy hàm chỉnh hình

{fm}m≥1 không được giả thiết là bị chặn đều địa phương.

Định lý 2.2.1. Cho D là một miền trong Cn và {fm}m≥1 là một dãy các

hàm chỉnh hình bị chặn trên D. Giả sử tồn tại dãy tăng {αm}m≥1 của các

8
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số dương thỏa mãn các điều kiện sau:

(i) ‖fm+1 − fm‖D ≤ eαm.

(ii) α := inf
m≥1

(αm+1 − αm) > 0.

(iii) Tồn tại tập con Borel không đa cực X của D và hàm đo được bị chặn

f : X → C sao cho

|fm(x)− f(x)|1/αm → 0,∀x ∈ X. (2.1)

Khi đó ta có các khẳng định sau:

(a) {fm}m≥1 hội tụ đều trên các tập compact của D tới một hàm chỉnh hình

f.

(b) Với mỗi tập con compact K của D ta có lim
m→∞

‖fm − f‖1/αmK = 0.

Hệ quả 2.2.2. Cho {pm}m≥1 là một dãy các đa thức trong Cn với degpm ≤
m. Giả sử tồn tại tập con Borel không đa cực X của Cn và một hàm đo

được f : X → C sao cho

|pm(x)− f(x)|1/m → 0, ∀x ∈ X. (2.2)

Khi đó ta có các khẳng định sau:

(a) {pm}m≥1 hội tụ đều trên các tập compact của Cn tới một hàm chỉnh

hình f.

(b) Với mỗi tập con compact K của Cn ta có lim
m→∞

‖pm − f‖1/mK = 0.

Vấn đề trở lên phức tạp hơn đối với dãy các hàm hữu tỉ bởi khi đó sẽ

xuất hiện các tập cực của những hàm này. Để xử lý các tập cực này ta cần

khái niệm sau đây.

Định nghĩa 2.2.3. Cho V là một siêu mặt đại số trong Cn và U là một tập

mở của Cn. Ta gọi bậc của V ∩ U là số nguyên nhỏ nhất d sao cho tồn tại

một đa thức p có bậc là d trong Cn thỏa mãn V ∩ U = {z ∈ U : p(z) = 0}.
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Sử dụng khái niệm trên chúng ta phát biểu kết quả chính đầu tiên của

chương:

Định lý 2.2.4. Cho {rm}m≥1 là một dãy các hàm hữu tỉ trên Cn thỏa mãn

các tính chất sau:

(i) Tồn tại một tập con Borel không đa cực X của Cn và một hàm đo được

bị chặn f : X → C sao cho

lim
m→∞

|rm(x)− f(x)|1/m = 0, ∀x ∈ X;

(ii) Với mỗi z0 ∈ Cn, tồn tại hình cầu mở B(z0, r),m0 ≥ 1 và λ ∈ (0, 1) sao

cho

deg(Vm ∩ B(z0, r)) ≤ mλ, ∀m ≥ m0,

ở đó Vm là các tập cực của rm.

Khi đó, tồn tại một hàm đo được F : Cn → C sao cho |rm − F |1/m hội

tụ điểm tới 0 ở ngoài một tập có độ đo Lebesgue bằng 0.

Để chứng minh định lý trên trước hết ta có bổ đề sau:

Bổ đề 2.2.5. Cho {αm}m≥1 là một dãy dương sao cho αm ≤ mλ với hằng

số λ ∈ (0, 1). Khi đó hàm

F (t) =
∑
m≥1

t
m
αm (2.3)

được xác định và liên tục trên [0, 1).

Định lý 2.2.6. Cho D là một miền bị chặn trong Cn và X ⊂ ∂D là một tập

con compact. Giả sử f là một hàm chỉnh hình bị chăn trên D và {rm}m≥1
là một dãy các hàm hữu tỉ trên Cn. Giả sử các điều kiện sau thỏa mãn:

(i) Với mỗi x ∈ X, điểm rx ∈ D với r < 1 đủ gần 1. Hơn nữa, nếu

u ∈ PSH(D), u < 0 và thỏa mãn

lim
r→1−

u(rx) = −∞, ∀x ∈ X
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thì u ≡ −∞.

(ii) Với mọi x ∈ X, tồn tại giới hạn

f ∗(x) := lim
r→1−

f(rx).

(iii) Dãy |rm − f ∗|1/m hội tụ điểm tới 0 trên X.

Khi đó ta có các khẳng định sau:

(a) Dãy |rm − f |1/m hội tụ theo dung lượng tới 0 trên D.

(b) Tồn tại tập con đa cực E của Cn có tính chất sau: Với mỗi z0 ∈ D \E
và mọi không gian con affine phức L của Cn đi qua z0, tồn tại một dãy con

{rmj
}j≥1 sao cho |rmj

− f |1/mj

Dz0
hội tụ tới 0 theo dung lượng (liên quan đến

L). Ở đó Dz0 là thành phần liên thông của D ∩ L chứa z0.

Trước hết ta đưa ra khái niệm và các kí hiệu sau: Cho D là một miền

trong Cn và E là tập con của ∂D. Khi đó ta định nghĩa hàm cực trị tương

đối như sau:

ωR(z, E,D) := sup{ϕ(z) : ϕ ∈ PSH(D), ϕ < 0,

lim sup
r→1−,rx∈D

ϕ(rx) ≤ −1∀x ∈ E}, z ∈ D.

Bổ đề sau sử dụng tính chất (i) của tập X được cho trong Định lý 2.2.6.

Bổ đề 2.2.7. Cho D là một miền bị chặn trong Cn và X là tập con của

∂D. Giả sử X thỏa mãn điều kiện (i) của Định lý 2.2.6. Khi đó với mỗi

dãy {Xj}j≥1 ⊂ ∂D sao cho Xj ↑ X ta có

lim
j→∞

ωR(z,Xj, D) < 0, ∀z ∈ D.

Chúng ta cũng cần một số kết quả về tính compact trong tập các hàm đa

điều hòa dưới.
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Bổ đề 2.2.8. Cho {um}m≥1 là một dãy các hàm đa điều hòa dưới được xác

định trên miền D trong Cn. Giả sử dãy trên bị chặn đều trên các tập con

compact của D và không hội tụ đều tới −∞ trên một tập con compact của

D. Khi đó ta có các khẳng định sau:

(a) Tồn tại một dãy con {umj
}j≥1 hội tụ trong L1

loc(D) tới một hàm u ∈
PSH(D), u 6≡ −∞.

(b) lim
j→∞

supumj
≤ u trên D.

(c) lim
j→∞

supumj
= u ngoài một tập con đa cực của D.

(d) Tập {z ∈ D : lim
j→∞

umj
(z) = −∞} là đa cực.

Kết quả chuẩn bị cuối cùng cho một điều kiện đủ để một dãy các hàm

đo được hội tụ theo dung lượng tới 0.

Bổ đề 2.2.9. Cho {um}m≥1 là một dãy các hàm đa điều hòa dưới và

{vm}m≥1 là một dãy các hàm đo được xác định trên miền D ⊂ Cn. Giả

sử các điều kiện sau được thỏa mãn:

(a) {um}m≥1 là bị chặn trên đều địa phương;

(b) Tồn tại tập con compact không đa cực X của D sao cho

inf
m≥1

sup
z∈X

um(z) > −∞;

(c) um + vm hội tụ tới −∞ đều trên các tập con compact của D.

Khi đó dãy {evm}m≥1 hội tụ theo dung lượng tới 0 .

2.3 Một ví dụ về hội tụ nhanh của hàm hữu tỷ

Mục tiêu của phần này là đưa ra ví dụ của dãy các hàm hữu tỉ thỏa

mãn giả thiết của Định lý 2.2.6. Chính xác hơn ta sẽ xây dựng một dãy các
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hàm hữu tỉ {rm}m≥1 với các cực nằm ngoài ∆ sao cho {rm}m≥1 hội tụ điểm

nhanh về f ∗ trên tập con compact của ∂D. Ở đó f ∗ là các giá trị biên của

hàm chỉnh hình bị chặn f xác định trên đĩa đơn vị ∆. Ta bắt đầu bằng

một kết quả về hội tụ nhanh của một tích vô hạn nào đó.

Mệnh đề 2.3.1. Cho {rm}m≥1 là dãy các hàm hữu tỉ, D là một miền trong

Cn và {βm}m≥1 là dãy các số dương. Giả sử các điều kiện sau được thỏa

mãn:

(a) {rm}m≥1 là bị chặn địa phương trên D;

(b)

lim
m→∞

( ∞∑
j=m+1

βj
) 1
m = 0;

(c) Tồn tại tập con không đa cực X của D sao cho với mỗi x ∈ X, tồn tại

hằng số Mx > 0 sao cho∣∣ rm(x)

rm−1(x)
− 1
∣∣ ≤Mxβm ∀m ≥ 2.

Khi đó dãy {rm}m≥1 hôi tụ đều nhanh trên mọi tập compact của D tới hàm

chỉnh hình g trên D.

Mệnh đề 2.3.2. Tồn tại một tập con đếm được A của C \∆ với F ⊂ Ā,

một dãy {rm}m≥1 của các hàm hữu tỉ trên C và một hàm chỉnh hình

f : C \ A→ C bị chặn trên ∆ thỏa mãn các tính chất sau:

(a) Các cực của {rm}m≥1 đều nằm trong A với mỗi m ≥ 1.

(b) {rm}m≥1 hội tụ nhanh đều tới f trên các tập compact của C \ A.
(c) {rm}m≥1 hội tụ điểm nhanh trên F := A \ A tới f ∗, với f ∗ là hàm giá

trị biên của f .

(d) f bị chặn trên ∆ nhưng không mở rộng chỉnh hình qua bất cứ điểm nào

của F .



Chương 3

Hội tụ của chuỗi lũy thừa hình thức

trong Cn

Trong chương này chúng ta sẽ nghiên cứu các điều kiện đủ để một chuỗi

lũy thừa hình thức hội tụ trên một số đủ nhiều các đường thẳng phức qua

gốc O ∈ Cn là hội tụ trên một lân cận của O ∈ Cn

3.1 Một số kiến thức cơ sở

Đầu tiên, ta mệnh đề về một số tính chất cơ bản của tập đa cực xạ ảnh.

Mệnh đề 3.1.1. (a) Nếu P là một đa thức thuần nhất trên Cn triệt tiêu

trên các tập đa cực không xạ ảnh A ⊂ Cn thì P ≡ 0.

(b) A ⊂ Cn là tập con đa cực xạ ảnh nếu và chỉ nếu π(A) là đa cực trong

Cn−1 ở đây

π : Cn \ {zn = 0} 7→ Cn−1, π(z1, · · · , zn) :=
(z1
zn
, · · · , zn−1

zn

)
.
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(c) Nếu A ⊂ Cn là tập đa cực không xạ ảnh thì

Ã := {tz : |t| < 1, z ∈ A}

là tập duy nhất vơi hàm chỉnh hình trên hình cầu đơn vị Bn ⊂ Cn nghiã là

hàm chỉnh hình trên Bn sao cho triệt tiêu trên Ã phải bằng không khắp nơi.

3.2 Hội tụ của chuỗi lũy thừa hình thức

Trước hết ta có bổ đề sau:

Bổ đề 3.2.1. Cho {uk}k≥1 ⊂ HPSH(Cn) là dãy các hàm bị chặn trên địa

phương. Đặt tập

u := lim sup
k→∞

uk; S := {z = (z1, ..., zn) ∈ Cn : u(z) < u∗(z); zn 6= 0}.

khi đó π(S) là đa cực trong Cn−1.

Kết quả chính của chương này là định lý sau:

Định lý 3.2.2. Cho A ⊂ Cn là một tập đa cực không xạ ảnh và {fm}m≥1

là một dãy chuỗi lũy thừa hình thức trong Cn và r0 là một số dương. Khi

đó ta có các khẳng định sau:

(a) Nếu với mỗi a ∈ A hạn chế của {fm}m≥1 trên la là một dãy các hàm

chỉnh hình bị chặn đều địa phương trên đĩa ∆(0, r0) ⊂ C thì tồn tại r1 > 0
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(chỉ phụ thuộc vào r0, A) sao cho {fm}m≥1 biểu diễn một dãy hàm chỉnh

hình bị chặn đều địa phương trên đa đĩa ∆n(0, r1) .

(b) Nếu với mỗi a ∈ A hạn chế của {fm}m≥1 trên la là một dãy hàm

chỉnh hình trên đĩa ∆(0, r0) ⊂ C hội tụ đều trên các tập compact thì tồn tại

r1 > 0 (chỉ phụ thuộc vào r0, A) sao cho {fm}m≥1 xác định một dãy hàm

chỉnh hình mà nó hội tụ đều trên các tập compact của ∆n(0, r1).

Hệ quả 3.2.3. Cho f : Bn → C là một hàm trơn C∞− và A ⊂ ∂Bn là một

tập mở. Giả sử hạn chế của f trên la là một hàm nguyên trên C với mỗi

a ∈ A. Khi đó tồn tại hàm nguyên F trên Cn sao cho F = f trên Bn ∩ la

với mỗi a ∈ A.

Hệ quả trên được suy ra trực tiếp từ kết quả sau đây

Hệ quả 3.2.4. Cho {fm}m≥1 là dãy C∞− hàm trơn xác định trên hình

cầu đơn vị Bn ⊂ Cn và A ⊂ ∂Bn là một tập mở. Giả sử với mỗi a ∈ A,

hạn chế của {fm}m≥1 trên la được thác triển tới dãy hàm nguyên trên C

và hội tụ đều trên các tập compact của C. Khi đó tồn tại dãy hàm nguyên

{Fm}m≥1 trên Cn hội tụ đều trên các tập compact trong Cn sao cho với

m ≥ 1, Fm = fm trên Bn ∩ la với mọi a ∈ A.



Chương 4

Hội tụ của dãy các hàm hữu tỷ trên

Cn

Trong chương này chúng ta sẽ trình bày các điều kiện đủ để một dãy

các hàm hữu tỷ là hội tụ theo dung lượng trên một miền nếu như dãy hàm

này hội tụ điểm đủ nhanh trên một tập không quá nhỏ.

4.1 Một số kết quả bổ trợ

Bổ đề 4.1.2. Cho {χm}m≥1 và {χ̃m}m≥1 là các dãy thỏa mãn (1.1), (1.2)

và (1.3). Khi đó các ta có các khẳng định sau:

(a) χm(0)→ 0 khi m→∞.

(b) Các hàm t 7→ tχ′m(t)
χm(t) và t 7→ tχ̃′m(t)

χ̃m(t) là tăng trên (0,∞) với mỗi m.

(c) χm, χ̃m là tăng ngặt trên (0,∞).

(d) supm≥1(χm(am) + χ̃m(am)) <∞ với mọi a > 0.

17
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4.2 Hội tụ có trọng của các hàm hữu tỉ

Kết quả chính của chương này là định lý sau.

Định lý 4.2.1. Cho {rm}m≥1 là dãy của các hàm hữu tỉ xác định trên Cn, f

là một hàm chỉnh hình xác định trên miền D ⊂ Cn và A := {χm}m≥1 là

dãy chấp nhận được. Giả sử rằng {rm}m≥1 là A−hội tụ điểm tới f trên một

tập con Borel không đa cực X của D. Khi đó ta có các khẳng định sau:

(a) {rm}m≥1 là A−hội tụ theo dung lượng tới f trên D.

(b) Tồn tại một tập con đa cực E của Cn với tính chất: Với mỗi z0 ∈ D \E

và với mọi không gian con affine phức L của Cn đi qua z0, tồn tại một

dãy {rmj
}j≥1 (chỉ phụ thuộc vào z0) sao cho rmj

∣∣
Dz0

là A−hội tụ theo dung

lượng (đối với Dz0) tới f |Dz0, ở đó Dz0 là thành phần liên thông của D ∩L

chứa z0.

(c) Giả sử rằng với mỗi a > 0 ta có inf
m≥1

χm(am) > 0. Khi đó dãy {rm}m≥1

là A−hội tụ đều tới f trên mọi tập con compact K của D sao cho rm không

có cực trên một lân cận mở U (cố định) của K với mỗi m.

Trong bổ đề sau hai tính chất đầu tiên của dãy chấp nhận được giữ vai

trò quan trọng.

Bổ đề 4.2.2. Cho χ : [0,∞) → [0,∞) là hàm giá trị thực, liên tục thỏa
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mãn các tính chất:

(a) χ ∈ C2(0,∞) và χ(t) > 0 với mỗi t > 0.

(b) χ(t)(χ′(t) + tχ′′(t)) ≥ tχ′(t)2 trên (0,∞).

Khi đó với bất kì hàm chỉnh hình f xác định trên miền D ⊂ Cn, hàm

u := logχ(|f |2) là đa điều hòa dưới trên D.

Định lý 4.2.1 (c) cho chúng ta một kết quả tương tự như Định lý 4.2.1

nhưng đối với dãy các đa thức.

Mệnh đề 4.2.3. Cho {pm}m≥1 là dãy của các đa thức trên Cn(1 ≤ degpm ≤

m) và f là hàm chỉnh hình được xác định trên miền bị chặn D ⊂ Cn. Giả

sử A := {χm}m≥1 là một dãy hàm liện tục giá trị thực xác định trên [0,∞)

thỏa mãn (1.1), (1.2) và điều kiện bổ sung sau đây:

sup
m≥1

χm(am) <∞, ∀a > 0.

Giả sử {pm}m≥1 là A−hội tụ điểm f trên tập con Borel không đa cực X

của D. Khi đó {pm}m≥1 là A−hội tụ đều tới f trên các tập compact của

D.

Ta cũng có kết quả tương tự về dãy các đa thức trong Rn.

Hệ quả 4.2.4. Cho f là hàm giải tích thực xác định trên miền D ⊂

Rn
(x1,··· ,xn) và {pm}m≥1 là dãy các đa thức (1 ≤ degpm ≤ m). Giả sử A :=
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{χm}m≥1 là dãy các hàm trơn không âm thuộc lớp C2− như trong Mệnh đề

4.2.3. Giả sử {pm}m≥1 là A−hội tụ điểm tới f trên tập con có độ đo dương

X của D. Khi đó {pm}m≥1 là A−hội tụ đều tới f trên các tập compact của

D.

Kết quả tiếp theo tổng quát cho định lý của Bloom được nhắc đến trong

phần giới thiệu.

Hệ quả 4.2.5. Cho f là hàm chỉnh hình trên miền D ⊂ Cn và {rm}m≥1

là dãy của các hàm hữu tỉ hội tụ nhanh theo dung lượng tới f trên tập con

compact không đa cực K của D. Khi đó {rm}m≥1 hội tụ nhanh theo dung

lượng tới f trên D.

Hệ quả 4.2.6. Cho {rm}m≥1 là một dãy của các hàm hữu tỉ trên Cn, f

chỉnh hình trên hình cầu mở B và A := {χm}m≥1 là một dãy chấp nhận

được. Giả sử {rm}m≥1 là A−hội tụ điểm tới f trên tập con Borel không đa

cực X của B. Khi đó miền tồn tại tự nhiên của f , được kí hiệu bới Wf ,

là một tập con của Cn và {rm}m≥1 là A−hội tụ theo dung lượng tới f trên

Wf .

Để kết thúc chương này ta sẽ đưa ra một số ví dụ của dãy chấp nhận

được thỏa mãn các giả thiết của Định lý 4.2.1.
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Mệnh đề 4.2.7. Cho {hm}m≥1 là dãy của các hàm trơn giá trị thực của

C1−xác định trên (0,∞) sao cho nó thỏa mãn các điều kiện sau:

(a) hm là dãy tăng.

(b) 0 < hm(t) ≤ 1
2m ∀m ≥ 1,∀t > 0.

Khi đó dãy {χm}m≥1 xác định bởi

χm(t) := e
∫ t
1
hm(x)
x dx, t > 0

là chấp nhận được và thỏa mãn điều kiện được cho trong Định lý 4.2.1 (c).



Kết luận và kiến nghị

I. Kết luận

Luận án nghiên cứu hội tụ của các hàm hữu tỷ và ứng dụng và đã đạt được

những kết chính sau đây:

1. Chứng minh một dạng cho định lý hội tụ Vitali cho dãy các hàm hữu tỷ

với một điều kiện về cực điểm của dãy hàm hữu tỷ này (Định lý 2.2.4).

2. Chứng minh một dạng mở rộng định lý của Bloom (Định lý 2.2.6) khi

sự hội tụ của dãy hàm hữu tỷ được xét trên biên của một miền bị chặn cho

trước.

3. Đưa ra ví dụ trong hoàn cảnh mà Định lý 2.2.6 có thể áp dụng được.

4. Định lý 3.2.2 đã đưa ra một điều kiện trên tập A trong Cn sao cho với

bất kỳ dãy về chuỗi lũy thừa hình thức {fm}m≥1 với {fm|la}m≥1(a ∈ A) là

một dãy hội tụ của các hàm chỉnh hình được định nghĩa trên một đĩa có

bán kính r0 với tâm tại 0 ∈ C sẽ biểu diễn một dãy hội tụ của các hàm

chỉnh hình trên một hình cầu (có thể nhỏ hơn) có bán kính r1.

5. Định lý 4.2.1 là tổng quát hóa Định lý 2.1 trong [?] ở đó sự hội tụ nhanh

được thay thế bởi sự hội tụ điểm đối với một dãy trọng chấp nhận được.

II. Kiến nghị

Từ những kết quả thu được của luận án trong quá trình nghiên cứu,
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chúng tôi đề xuất một số hướng nghiên cứu tiếp theo như sau:

1. Trong Định lý 3.2.2 chúng tôi không biết sự hội tụ đều của họ {fm|la}m≥1
trên các tập compact của ∆(0, r0) có thể được thay bởi tính chuẩn tắc của

họ này trên ∆(0, r0) hay không?

2. Giả thiết về phân bố cực điểm (ii) của Định lý 2.2.4 là khá chặt. Chúng

tôi muốn tìm ví dụ để thay điều kiện này là cần thiết hoặc chứng minh

Định lý 2.2.4 mà không có điều kiện này.

3. Khái niệm hội tụ theo một dãy trọng chấp nhận được có thể áp dụng

cho các hàm không nhất thiết là chỉnh hình hoặc là hàm hữu tỷ. Liệu ta có

thể có các định lý tương tự như Định lý 4.2.1 cho dãy những hàm đa điều

hòa hay thậm chí hàm khả vi hay không?

Câu trả lời còn đòi hỏi chúng tôi tiếp tục nghiên cứu. Cuối cùng, chúng

tôi cũng xin trân trọng tiếp thu và thảo luận những hướng nghiên cứu mới

liên quan tới đề tài luận án.
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